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Préface 


La résistance des matériaux, une des disciplines fondamentales d'ingénieur, 
joue un rôle de premier plan dans la formation des ingénieurs de presque 
toutes les spécialités. La résistance des matériaux a une importance parti- 
culièrement grande pour les ingénieurs en mécanique, construction des 
machines et génie civil. 

L'introduction dans le programme académique des écoles techniques 
supérieures de nouvelles disciplines reflétant l’état actuel de la science et 
de la technique et ce, dans le cadre des délais limités dévolus aux études, 
a conduit à une réduction sensible du nombre d'heures réservées au cours 
de résistance des matériaux. Dans une certaine mesure, les élèves des 
écoles techniques ne peuvent combler les lacunes, inévitables dans de 
telles conditions, qu'en étudiant d'eux-mêmes, en puisant dans les différents 
manuels, les chapitres indispensables de ce cours si important pour le 
futur ingénieur. 

En Union Soviétique, les manuels de résistance des matériaux de 
S. Timoshenko, N. Béliaev, V. Féodossiev, ainsi que d’autres, ont connu 
plusieurs éditions. Néanmoins, on ressent, tant du côté de la grande légion 
d'ingénieurs occupés dans la production et dans les bureaux d'études 
que du côté des élèves et des chercheurs, une grande nécessité d’un aide- 
mémoire de résistance des matériaux qui refléterait de façon suffisamment 
complète l’état actuel de la résistance en tant que science. Malheureusement 
un tel aide-mémoire n'existe ni chez nous ni à l'étranger, et les aide-mé- 
moire de résistance des matériaux et de mécanique des constructions 
qu’on reoncontre sont fort spécialisés et de ce fait traitent de toute une 
série de chapitres très importants en partant de différentes approches 
employées dans l’un ou l’autre manuel de résistance des matériaux. Les 
auteurs se sont donc assignés pour tâche de mettre sur pied un aide-mémoire 
de résistance des matériaux qui, tout en étant suffisamment complet et 
universel, puisse refléter l’état actuel de la résistance en tant que science 
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et ceci en se basant sur une approche unique dans la présentation du 
sujet, lequel serait exposé à la lumière d’un cours théorique approprié. 
Il a été adopté, en qualité de ce dernier, le manuel de G. Pissarenko, 
V. Agariov, A. Qvitka, V. Popkov, E. Oumansky «Résistance des maté- 
riaux», 3-ème édition, Kiev, «Visha Schkola», 1973. Ce livre reflète l'expé- 
rience accumulée au cours de nombreuses années d’enseignement de la 
résistance des matériaux à l’Institut polytechnique de Kiev ainsi que 
l'expérience tirée de l’utilisation des deux éditions précédentes de ce manuel 
par les élèves de bon nombre d'écoles supérieures de notre pays. 

Dans chaque chapitre, avant de présenter les données de référence 
sous forme de formules toutes prêtes, de tableaux et de graphiques, on 
expose brièvement les notions théoriques fondamentales. Dans ce cadre, 
on ‘formule les hypothèses de départ, les règles appropriées, les théorèmes, 
et, enfin, on donne les conclusions et recommandations les plus impor- 
tantes. Pour faciliter l’usage des données de référence, on a présenté, à 
la page 871, une liste des tableaux que contient le livre. 

Nous espérons que le présent aide-mémoire sera utile non seulement 
aux ingénieurs de toutes les spécialités travaillant dans les bureaux d'études 
ou occupés dans la production et ayant affaire à des calculs de résistance 
mais encore, pourra être utilisé avec profit par les étudiants, les boursiers 
de thèse, les professeurs ainsi que les chercheurs. 


Auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


Introduction 


& 1. Résistance des matériaux comme 
discipline scientifique. Son objet 


La résistance des matériaux est une science qui traite les méthodes d’ingé- 
nieur employées pour le calcul de résistance, de rigidité et de stabilité 
des éléments de machines et des ouvrages. 

On appelle résistance la capacité d’une structure, de ses parties et 
de ses pièces de supporter, sans se détruire, une charge déterminée. 

La rigidité est la capacité d’une structure et de ses éléments de s'opposer 
à l’action déformatrice des charges extérieures (modification de la forme 
et des dimensions). Les déformations ne doivent pas, pour des charges 
données, dépasser des valeurs déterminées, établies conformément aux 
exigences requises pour ladite structure. 

La s'abilité est la capacité d’une structure et de ses éléments de conser- 
ver une forme initiale donnée, correspondant à l’état d'équilibre élastique. 


Pour que les structures répondent, dans l’ensemble, aux exigences 
requises pour leur solidité, rigidité et stabilité, il faut conférer à leurs 
éléments la forme la plus rationnelle et déterminer les dimensions corres- 
pondantes. 


La résistance des matériaux étudie ce genre de problèmes en se basant 
sur les données aussi bien théoriques qu'expérimentales, les unes et les 
autres étant d’une importance identique dans cette science. 


En ce qui concerne sa partie théorique, la résistance des matériaux 
se base sur la mécanique rationnelle, tandis que pour sa partie expéri- 
mentale, elle se base sur la physique et la technologie des matériaux. 


La résistance des matériaux est la science la plus générale qui étudie 
la solidité des machines et des ouvrages. La création de différents types 
de machines et mécanismes, ouvrages de génie civil, la construction des 
ponts, lignes de transport et antennes, hangars, navires, avions et héli- 
coptères, turbines et machines électriques, groupes des centrales nucléaires, 
engins et fusées, etc., tout cela est impensable sans une connaissance 
fondamentale de la résistance des matériaux. 
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La résistance des matériaux n’épuise pas toutes les questions de la 
mécanique des solides déformables. Ces problèmes sont étudiés dans des 
disciplines connexes telles que la mécanique des systèmes de barres, la 
théorie de l'élasticité et de la plasticité. Cependant, c'est à la résistance 
des matériaux que revient le rôle principal lorsqu'il s’agit de résoudre 
des problèmes de solidité. 

Malgré toute la diversité des types d'éléments de structure qu’on 
rencontre dans les ouvrages et dans les machines, ils peuvent tous être 
ramenés à un nombre relativement restreint de formes principales. Les 
corps ayant ces formes principales constituent précisément l’objet de 
calcul de résistance, de rigidité et de stabilité. Il s’agit de barres, de plaques 
et enveloppes, de corps massifs. 
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FIG. 1 


On appelle barre ou poutre un corps dont une dimension (la longueur) 
est beaucoup plus grande que les deux autres (transversales) (fig. 1). Dans 
la pratique, on rencontre des barres à axe rectiligne (fig. 1,a) et 
à axe curviliene (fig. 1,b). Les barres rectilignes tout aussi bien que les 
barres curvilignes peuvent avoir une section constante (fig. 1, a) ou variable 
(fig. 1,0). Traverses, essieux, arbres sont autant d'exemples de barres 
rectilignes. Les crochets porte-charge, les anneaux de chaines, etc., peuvent 
servir d'exemples de barres curvilignes. Les barres de section transversale 
à profil complexe dont l'épaisseur des parois est beaucoup plus petite 
qe les * hors tout portent le nom de barres à parois minces 
(fig. 1, d). 

Une enveloppe se présente comme un corps limité par deux surfaces 
curvilignes disposées à proximité l'une de l’autre, en d’autres termes, 
comme un corps dont une de ses dimensions (l'épaisseur) est beaucoup 
plus petite que les deux autres. Le lieu géométrique des points équidistants 
des deux surfaces de l'enveloppe porte le nom de surface médiane. Selon 
la configuration de la surface médiane on distingue les enveloppes cylin- 
driques (fig. 2,a), coniques (fig. 2,b), sphériques (fig. 2,c) et autres. 
C'est aux enveloppes que se rapportent les réservoirs à parois minces, 
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les chaudières, les coupoles des édifices, les revêtements de fuselages, 
d’ailes et d’autres parties des appareils volants, les bordés des navires, etc. 

Quand la surface médiane d’une enveloppe se présente comme un 
plan, pareille enveloppe s’appelle plaque (fig. 2, d). Les plaques peuvent 
être rondes, rectangulaires et avoir d’autres configurations. L’épaisseur 
des plaques, comme celle des enveloppes, peut être constante ou variable. 
Les fonds plats et les dessus des réservoirs (fig. 2,e), les planchers des 
édifices, les roues de machines à aubages, etc., sont tous des plaques. 

Un corps est dit r1assif si toutes ses trois dimensions sont du même 
ordre de grandeur. Il s’agit de fondations des édifices, de murs de soutène- 
ment, etc. 


FIG. 2 


En résistance des matériaux les problèmes se résolvent en général 
à l'aide des méthodes mathématiques simples grâce à la mise à profit 
d’une série d’hypothèses simplificatrices et à l’usage des données expéri- 
mentales; avec cela, les solutions sont présentées sous forme de formules 
de calcul dont l'ingénieur peut se servir directement dans sa pratique. 
C’est la barre droite qui constitue l'objet principal de la résistance des 
matériaux. 


$ 2. Types de déformations. 
Notion d'état déformé d’un matériau 


Les corps réels sont susceptibles de se déformer, c'est-à-dire de changer 
leurs forme et dimensions. Les déformations des corps sont le résultat 
de l’action des forces extérieures ou du changement de température. 
Lorsqu'un corps se déforme, ses points ainsi que les lignes ou sections 
tracées mentalement se déplacent dans le plan ou dans l’espace par rapport 
à leur position initiale. 

Dans un corps solide soumis à une sollicitation, apparaissent des 
forces intérieures d'interaction entre les particules; ces forces opposent 
une réaction aux forces extérieures et tendent à faire revenir les particules 
du corps dans la position qu’elles occupaient avant la déformation. 
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On distingue les déformations élastiques qui disparaissent aussitôt 
que cesse l’action des forces qui étaient à leur origine et les déformations 
plastiques ou résiduelles qui persistent après qu'on ait enlevé les charges. 
Dans la plupart des cas, les valeurs que peuvent atteindre les déformations 
des éléments d’une structure sont soumises à des limitations déterminées. 


P PE 


P 


FIG. 3 


La résistance des matériaux étudie les types principaux suivants de 
déformations: fraction et compression, cisaillement (ou glissement), torsion, 
flexion. Elle étudie également des déformations plus compliquées qui 
s’obtiennent comme résultat de la combinaison de quelques types principaux. 

La fraction ou la compression ont lieu, par exemple, dans le cas où 
des forces opposées sont appliquées le long de l’axe d’une barre (fig. 3). 
Dans ce cas l’on assiste à un déplacement de translation des sections le 
long de l'axe de la barre, laquelle s'étire s’il s’agit d’une traction ou raccour- 
cit s’il s’agit d’une compression. La variation de la longueur initiale / 
de la barre, que l’on désigne par 4/, s’appelle allongemnent absolu (traction) 
ou raccourcissement absolu (compression). 

Le rapport entre l'allongement (raccourcissement) absolu 4/ et la 
longueur initiale / s’appelle a/longement (raccourcissement) relatif moyen 
le long de / ou déformation linéaire moyenne relative du tronçon et se 
désigne, d'ordinaire, par €: 


AI 


Emoy — n 


L'allongement linéaire relatif réel ou déformation linéaire relative 
en un point se détermine comme la déformation relative d’un tronçon 
quand / 0 


.…. Al 
e = lim — : 
10 
Plusieurs éléments de Structures travaillent dans des conditions de 
traction ou de compression: tiges des poutres en treillis, colonnes, tiges 
des machines à pistons, boulons de serrage et autres. 
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Le cisaillement ou glissement a lieu lorsque les forces extérieures 
provoquent un déplacement de deux sections planes parallèles, l’une par 
rapport à l’autre, la distance entre elles demeurant inchangée (fig. 4). 
La valeur de déplacement 4s s'appelle cisaillement absolu. Le rapport 


FIG. 4 


entre le cisaillement absolu et la distance entre les plans en glissement 
(la tangente de l’angle >) porte le nom de cisaillement relatif. Etant donné 
la petitesse de l’angle ;, on peut poser 


45 
LYS y7= —: 
a 


Le cisaillement relatif est une déformation angulaire qui caractérise le 
gauchissement d'un élément. 

Dans des conditions de cisaillement, ou de glissement, travaillent, 
par exemple, les rivets et les boulons, les pièces de fixation que les forces 
extérieures tendent à décaler l’une de l’autre. 

La torsion a lieu lorsque sur une barre agissent des forces extérieures 
qui engendrent un moment par rapport à son axe (fig. 5). La déformation 
de torsion s'accompagne d’une rotation des sections transversales de 
la barre l’une par rapport à l’autre autour de l'axe de cette dernière. L’angle 
de rotation d’une section de la barre par rapport à une autre se trouvant 
à une distance / porte le nom d'angle de torsion sur la longueur /. Le 
rapport entre l'angle de torsion 6 et la longueur / porte le nom d'angle 
de torsion unifaire 


Dans des conditions de torsion travaillent les arbres, les broches des 
tours et des perceuses ainsi que d'autres pièces. 

La flexion (fig. 6) consiste en un gauchissement de l’axe d’une barre 
droite ou en une modification de la courbure d’une barre curviligne. Le 
déplacement d’un point quelconque de l’axe d'une barre en flexion s'exprime 
au moyen d’un vecteur dont l’origine coïncide avec la position initiale de 
ce point tandis que le bout coïncide avec la position de ce même point 
dans la barre déformée. Dans les barres droites, les déplacements des points 
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dans une direction perpendiculaire à la position initiale de l'axe s'appellent 
flèches. Nous désignerons les flèches par la lettre w, la flèche maximale, 
par la lettre f. La flexion s'accompagne en même temps d’une rotation des 
sections de la barre autour des axes se trouvant dans les plans desdites 


sections. Les angles de rotation des sections par rapport à leurs positions 
initiales seront désignés de la lettre 0. 

Dans des conditions de flexion travaillent les poutres des planchers 
entre étages, des ponts, les essieux des wagons, les ressorts à lames, les 
arbres, les dents de pignons, les rayons des roues, les leviers et beaucoup 
d’autres pièces. | 

Les déformations très simples de la barre qui viennent d'être décrites 
donnent une idée sur la modification de sa forme et de ses dimensions en 
gros mais ne disent rien sur le degré et la nature de l’érat déformé du maté- 
riau. Des études montrent que, généralement parlant, l'état déformé 
d’un corps n’est pas uniforme et change d’un point à l’autre. Avec cela, 
l'état déformé en un point du corps se détermine entièrement au moyen 
de six composantes de déformation: trois déformations linéaires relatives 
Exs €y, €. €t trois déformations angulaires relatives ;',;, Yxrs 7'y2° 


$ 3. Principales hypothèses 


Pour construire une théorie de la résistance des matériaux, on pose une 
série d’hypothèses quant à la structure et aux propriétés des matériaux 
ainsi qu’à la nature des déformations. 

1. H ypothèse de la continuité du matériau. L'on suppose que le matériau 
remplit entièrement le volume qu’il occupe. La théorie atomistique de la 
constitution discrète de la matière n'est pas prise en considération. 
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2. Hypothèse de l'homogénéité et de l'isotropie. L'on suppose que 
les propriétés du matériau sont identiques dans tous les points et, en 
chaque point, le restent dans toutes les directions. Dans certains cas, 
l'hypothèse d'isotropie n'est pas acceptable. Ainsi, le bois Cont les pro- 
priétés diffèrent sensiblement le long et en travers les fibres, de même 
que les matériaux armés, sont anisotropes. 

3. Hypothèse sur la petitesse des déformations (hypothèse de la rigi- 
dité relative du matériau). L'on suppose que les déformations sont petites 
par comparaison avec les dimensions du corps déformé. A ce titre on 
néglige les modifications qui, lors de la déformation, surviennent dans 
la disposition des forces extérieures par rapport aux différentes parties 
du corps, et les équations de statique s’écrivent comme pour un corps 
non déformé. Dans certains cas spécialement mentionnés, l’on est obligé 
de renoncer à ce principe. 

4. Hypothèse sur l'élasticité parfaite du matériau. Tous les corps 
sont supposés absolument élastiques. En réalité, les corps réels peuvent 
être considérés comme élastiques seulement pour des valeurs déterminées 
de charges, ce qu’il faut prendre en considération quand on se sert des 
formules de résistance des matériaux. 

5. Hypothèse sur la dépendance linéaire entre les déformations et 
les charges. L'on suppose que pour la majorité des matériaux, la loi de 
Hooke qui établit une dépendance directement proportionnelle entre 
les déformations et les sollicitations reste en vigueur. 

Les hypothèses sur la petitesse des déformations et sur la dépendance 
linéaire entre les déformations et les sollicitations rendent légitime Île 
principe de superposition (principe de l'indépendance des effets et de l’addi- 
tion des forces) lors de la résolution de la plupart des problèmes de résis- 
tance des matériaux. Par exemple, dans n'importe quelle partie d’une 
structure, les efforts suscités par différents facteurs (plusieurs forces, effets 
thermiques) sont égaux à la somme des efforts suscités par chacun de 
ces facteurs et ne dépendent pas de l’ordre d’application de ces derniers. 
Cela reste également vrai pour les déformations. 

6. Hypothèse des sections planes. L'on suppose que des sections 
planes imaginaires pratiquées perpendiculairement à l'axe de la barre 
restent planes et perpendiculaires à l’axe au cours du processus de défor- 
mation. 

Ces hypothèses, ainsi que certaines autres, permettent de résoudre 
un grand nombre de problèmes concernant le calcul de résistance, de 
rigidité et de stabilité. En général, les résultats de tels calculs s’accordent 
bien avec les données expérimentales. 


CHAPITRE 2 


Caractéristiques géométriques 
des sections planes 


La résistance qu’une barre offre à différentes formes de déforimations 
dépend souvent non seulement du matériau dont il est fait et de ses dimen- 
sions, mais aussi de la configuration de son axe, de la forme des sections 
transversales ainsi que de leur disposition par rapport aux charges solli- 
citantes. Examinons les caractéristiques géométriques principales des 
sections transversales d’une barre en faisant abstraction des propriétés 
physiques de celle-ci. Ces caractéristiques sont: aires des sections trans- 
versales, moments statiques, moments d'inertie, moments résistants, 
rayons de giration. 


8 4. Moment statique d'une aire. 
Centre de gravité d’une aire 


Si l’on examine une figure quelconque (la section transversale d’une barre) 
liée à un système de coordonnées xOy (fig. 7), on peut, par analogie 
avec l'expression qui donne le moment d'une force par rapport à un axe 
quelconque, établir l'expression du moment d'une aire qui porte le nom 
de moment statique. Ainsi, le produit d’un élément 4F d'une aire par la 
distance y de l'axe Ox 

dS, = »ydF 


portera le nom de moment statique de cet élément par rapport à l'axe Ox. 
De même dS, — xdF sera le moment statique de cet élément par rapport 
à l'axe Oy. La somme de ces produits sur toute l'étendue de l’aire donnera 
les moments statiques de l'aire par rapport aux axes x ct y respectivement: 


S; = ydF;, S,= \ xdF. (2.1) 
F F 
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L'unité de mesure du moment statique est l'unité de longueur prise au 
cube (par exemple, cm). 

Soit xc et Yc les coordonnées du centre de gravité d’une figure. En 
continuant d'utiliser l’analogie avec les moments des forces, on peut, 
en vertu du théorème sur le moment de la résultante, écrire les expressions 
suivantes: 


Sx = Fc; Sy= FXxc, (2.2) 


F étant l’aire de la figure. 
Les coordonnées du centre de gravité sont égales à 


s, Ss 


RE Yc= =: (2.3) 


Pour calculer les moments statiques d’une figure complexe, il faut 
la subdiviser en des formes simples (fig. 8) dont l’aire (F;) et la position 


FIG. 7 FIG. 8 


du centre de gravité (x, y;) pour chacune d'elles sont connues. Les mo- 
ments statiques de toute la figure par rapport aux axes Ox et Oy seront 
respectivement égaux à 


Îi=n 

Sx = Fit Fate + En Ÿ Foi 
= (2.4) 
i=n 

S,= Ft Bt + En Ÿ, Fixr 
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Les coordonnées du centre de gravité d’une figure complexe se déter- 
minent à partir des formules (2.3) et (2.4) 


inn i=n 
Ÿ, Fix Y, Foi 
__ Sy _ il LL x _ 11 (2.5 
*c EE Ten  ? DOT re ies +) 


DE D F 


i=] i=i 


$ 5. Moments d'inertie des figures planes 


On appelle moment d'inertie axial ou équatorial de l'aire 
d'une figure | ‘intégrale des produits des aires élémentaires par le carré de 
leurs distances à partir de l'axe considéré. Ainsi, les moments d'inertie 
d’une figure quelconque (fig. 9) par rapport aux axes x et y seront 
respectivement égaux à 


= (* dF, J,= x dF. (2.6) 
F F 


FIG. 9 FIG. 10 


Les moments d'inertie des figures élémentaires se calculent à partir 
de ces formules. 


Rectangle (fig. 10). L'aire élémentaire étant dF = bdy, on aura 


On aura évidemment 
hb 


Triangle (fig. 11). Tenant compte de ce que #{y) — Fa }) 


dF = _ (1 — y) dy, on exprimera le moment d'inertie Par rapport à 


l'axe x comme 
bh 


A 
£ b 

J = (ar = 7 Vru- 4 - Dre 
h 12 

F 0 


FIG. 11 


Secteur circulaire (fig. 12). Tenant compte de ce que dF — pdy dp 
et que y = p sin y, calculons le moment d'inertie par rapport à l'axe x: 


sin 2f — sin 2x | 


— 4) — —- 


JT. = (> dF 


F 


On appelle moment d'inertie polaire de l'aire d'une figure par 
rapport à un point donné (pôle O) l'intégrale des produits des aires élé- 


mentaires par le carré de leurs distances p à partir du pôle (fig. 9): 


B r 
2. 
= (| stsinter de dp — _. C 
a O0 


= ( p° dF,. 2.7 
F 
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Si à travers ce pôle on fait passer un système d'axes réciproquement perpen- 
diculaires x, y on aura p? — x° + y?, En vertu de (2.6) et (2.7), nous aurons 


J= +, (2.8) 


Cercle (fig. 13). Comme dF = 2rp dp, le moment d'inertie polaire 
sera : 


r 
Jp = À #° ar = 2n À sa = LLDe 
F 0 
ou 
ne xd | 
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En vertu de (2.8), on aura évidemment pour un cercle 


A remarquer que les moments d'inertie axiaux et polaires sont toujours 


des grandeurs positives. 
On appelle moment d'inertie centrifuge l'intégrale des produits 


des aires élémentaires par leurs distances comptées à partir des axes de 
coordonnées x, y: 


J;y = ( x) dF. (2.9) 
F 


Selon la disposition des axes, le moment d'inertie centrifuge peut être 
soit négatif soit, enfin, nul. Les axes par rapport auxquels le moment 
d'inertie centrifuge est égal à zéro portent le nom d’axes principaux d'inertie. 
Deux axes réciproquement perpendiculaires dont l’un au moins constitue 
l'axe de symétrie d’une figure seront des axes principaux de cette dernière. 
Cela découle du fait que, dans ce cas, à chaque valeur positive de la quan- 
tité x3'dF correspond une valeur identique négative de l’autre côté de l'axe 
de symétrie (fig. 14) et leur somme sur toute l'étendue de la figure équivaut 
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à zéro. Les axes principaux passant par le centre de gravité d’une section 
portent le nom d'axes centraux principaux. L'unité de longueur prise à la 
quatrième puissance (par exemple, cm‘) sert d’unité de mesure pour les 
moments d'inertie, 


8 6. Moments d'inertie 
des sections complexes 


Lorsqu'il s’agit de calculer les moments d'inertie des figures complexes, 
on subdivise, d'ordinaire, ces dernières en parties simples dont les moments 
d'inertie sont connus. De la propriété principale de l'intégrale d’une 
somme découle que le moment d'inertie d’une figure complexe est égal 
à la somme des moments d'inertie de ses parties composantes. Trouvons 
le moment d'inertie d’une figure complexe (fig. 15) par rapport à l'axe x 
en la subdivisant en trois parties simples I, I, III, ayant pour aires, res- 
pectivement, Fi Fin Fi: 


J, = (ar + (| »4r+ Y°dF, 
Fr Fit Fiyr 
ou 


PRIE (2.10) 


Il est à remarquer que, dans le cas où une section contient un orifice, 
il est commode de considérer ce dernier comme une partie de la figure 
ayant une aire de valeur négative. C'est ainsi que le moment d'inertie 
par rapport à l’axe x de la section représentée sur la fig. 16 sera 


RER ER LR 
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8 7. Moments d’inertie par rapport 
à des axes parallèles 


Supposons connus les moments d'inertie d’une figure par rapport aux 
axes centraux x, y 


J, = (» dF, J,= (+ dF;, J, =( XF. (2.11) 
F F 


L'on demande de déterminer les moments d'inertie par raprort aux axes 
Xi, Ji parallèles aux axes centraux (fig. 17): 


X19 


J,. | idF;, J, = ( dl J,,= (x dF. (2.12) 
F F F 


Les coordonnées d’un point quelconque dans le nouveau système 
M0». peuvent être exprimées par l'intermédiaire des coordonnées de 
l’ancien, xOy, de la manière suivante: 


N=X+b, =r"+a. (2.13) 
Comme les moments statiques de l'aire par rapport aux axes centraux 


sont nuls, les formules (2.12), compte tenu de (2.13), peuvent être repré- 
sentées dans leur forme finale suivante: 


J, = J, + àF,; 
- (2.14) 


J, = J, + 06F, 
Je = Jxy + abF. (2.15) 
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Par conséquent: 1) le moment d'inertie par rapport à un axe quel- 
conque est égal au moment d'inertie par rapport à un axe central, parallèle 
à l’axe donné augmenté du produit de l'aire de la figure par le carré de 
la distance entre ces axes; 2) le moment 
d'inertie centrifuge par rapport à un système 
quelconque d'axes rectangulaires est égal au 
moment d'inertie centrifuge par rapport au 
système d'axes centraux parallèles aux axes 
donnés, augmenté du produit de l'aire de la 
figure par les coordonnées de son centre de 
gravité dans le nouveau système d'axes. 11 con- 
vient de souligner que les coordonnées a, b 
qui rentrent dans la formule (2.15) doivent 
être prises avec leurs signes respectifs. 


& 8. Relation entre les moments 
d'inertie lors de la rotation des axes 
de coordonnées 


Supposons connus les moments d'inertie d'une figure quelconque par 
rapport aux axes de coordonnées x, } (fig. 18): 


L— (ar, J, = (: dF;  J,, = \ xy'aF. (2.16) 
F 


F 
L'on demande de déterminer les moments d'inertie par rapport aux axes 
X1s J1 tournés, par rapport aux axes x et y, d’un angle x dans le sens 
contraire aux aiguilles d’une montre, cet 
angle étant considéré comme positif: 


J,, = idF; J, = 
F 


(2.17) 
= (+3 dF; Jr = \ sr: dF, 


Les coordonnées d'une aire élémen- 
taire quelconque dans le nouveau système 
(M10)1) peuvent être représentées à l'aide des coordonnées de l’ancien 


système (xOy) de la manière suivante: 
x, = OC = OE + AD = x cos « + } sin z; 
}1 = BC = BD — EA = y cos a — x sin «. 


FIG. 18 


(2.18) 
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En définitive, nous aurons: 


= J, cos? à + J,sin°x — J,, sin 2x; 
2.19 
Jy, = J, cos" a + J, sin°x + J,, sin 2x, cu 
1 x 
Jen = J,,cos 2x — 7 (J, — J,) sin 2x. (2.20) 


Soulignons que les formules (2.19) et (2.20) obtenues pour le cas 
d’une rotation d’un système quelconque d'axes rectangulaires restent, 
naturellement, valables pour les axes centraux. Additionnant terme à 
terme dans (2.19), nous aurons 


J,, + J,. == F2 + J, = Jp. 


Par conséquent, lors de la rotation des axes rectangulaires, la somme des 
moments d'inertie axiaux ne change pas et est égale au moment d'inertie 
polaire par rapport à l'origine des coordonnées. 

La rotation d'un système d’axes d’un angle « = 90° donnera 


& 9. Détermination de la direction 
des axes d'inertie principaux. 
Moments d'inertie principaux 


Ce sont les axes centraux principaux par rapport auxquels le moment 
d'inertie centrifuge est égal à zéro qui représentent le plus d'intérêt du 
point de vue pratique. Désignons par les lettres #, v les axes centraux 
principaux. On aura évidemment 


Jo = 0. 


Pour déterminer la position des axes centraux principaux d’une figure 
quelconque asymétrique, il faut faire tourner les axes centraux x, y d'un 
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angle % (fig. 19) tel que le moment d'inertie centrifuge correspondant à 
cette nouvelle position des axes soit égal à zéro 


Jess = Juo = 0. 
De la formule (2.20), nous obtenons ; 
y 
J.-J, . ” 
Jay = Jxy COS 2% — SE sin 2% = 0. 2 
d'où 2] er | & 
t8 2x0 = -— — "7 — 2.21 di 
8 2% er (2.21) 
Les deux valeurs de l’angle >, qu'établit FIG. 19 


la formule (2.21) diffèrent l’une de l’autre 
de 90° et déterminent la position des axes principaux. Comme 
il est aisé de le remarquer, le plus petit de ces angles ne dépasse 


7 ne : 
pas, en valeur absolue, 4 D'ordinaire, c’est le plus petit angle qu'on 


retient. L’axe principal tracé sous cet angle (positif ou négatif) se désigne, 
d'ordinaire, par la lettre #. Rappelons que les valeurs négatives de l’angle 
se mesurent à partir de l’axe x dans le sens des aiguilles d’une montre. 


La fig. 20 représente quelques exemples de symbolisation des axes 
principaux en conformitc avec la règle indiquée. Les axes de départ sont 
désignés par x et y. Les valeurs des moments d'inertie principaux peuvent 
être obtenues à partir des formules générales (2.19) si l'on y pose « = %: 


J, = J, cos"ao + J, sin? oo — J,y Sin 2%; L 0.22) 
J, = J, cos? « + J, sin? «o + J,, Sin 245. | 
v à 
u 
de- 
x 
J<J, 
Jxy > 0 
% > 0 
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Additionnons et retranchons entre elles les dernières expressions. En 
tenant compte de (2.21), nous aurons 


Ju + lo = Jx +, 


1 
J,—-J,= (x — J,) cos 2% — 2J,, sin 2% = (J;—J,) er 


En résolvant ensemble ces dernières équations par rapport à J, et J. 
on obtient 


] 
J,= +) + Je -1) ————— |: 
: [+ GATE) ET 
1 


1 é 
JT. CR re J —- TA as J + J, HR mL CS ind , 
ir { x+ J,) — (Jx— J,) PRE | 


Il est clair que pour J,>J,, on aura J, > J,. Tenant compte, en confor- 
mité avec (2.21), que 


1 ee are 
= + F1 + 18 2% = + LS 2 : 
cos 2% ( Je 2: J,} 


les équations (2.23) qui donnent les moments principaux peuvent être 
mises sous la forme suivante 


PP ES TT ET | 
Ju= 5 Gr DE VOs — L+ 4 5 


2.24 
I ( 


ne [us + I) FF = IL + aix, | 


avec cela, les signes d'en haut correspondront à J, > J,, tandis que ceux 
d'en bas, à J, < J.. 

Ainsi, les formules (2.21), (2.23) et (2.24) permettent de déterminer 
la position des axes principaux et la valeur des moments d’inertie centraux 
principaux. 

Si maintenant, à la place du système arbitraire initial des axes cen- 
traux xOy, on adopte le système des axes principaux, les formules (2.19) 
et (2.20) qui assurent le passage à des axes retournés se simplifient : 
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J,. = J,cos'a + J, sin?a; 
‘ ca (2.25) 
J, = Jo cos?a + J,, sin°x, 
1 : 
Ji > (J, — J,) sin 2x. (2.26) 


Remarquons que les moments d'inertie principaux possèdent la pro- 
priété d'extrémum. On peut facilement s'en convaincre en dérivant les 
expressions (2.19) par rapport à la variable x. 

Les plans qui contiennent l’axe d’une barre ainsi que les axes d'inertie 
principaux de sa section transversale s’appellent plans principaux. 


$ 10. Représentation graphique 
des moments d'inertie. Notion de rayon 
de giration et d’ellipse d'inertie 


Le calcul des moments d'inertie d’après les formules (2.23)-(2.26) peut être 
remplacé par leur détermination graphique. Dans ce cadre, il est convenu 
de considérer deux problèmes: le problème direct et le problème inverse. 

Quand on résout le problème direct, ce sont les moments d'inertie 
par rapport à un système d’axes central arbitraire qui se déterminent à 
partir des moments d'inertie principaux J, et J, connus. Le problème 
inverse consiste à déterminer les moments d'inertie principaux lorsque 
sont connus les moments d'inertie J,, J,. et J,,, par rapport à un système 
d’axes central arbitraire x, y. 

Problème direct. Déterminer les moments d'inertie J,, J,, J,, par 
rapport aux axes x et y (fig. 21, a) si sont connus J,, et J, par rapport 
à des axes principaux dont la direction est connue. Pour plus de précision, 
posons J, > J.. 

Choisissons dans un certain plan géométrique (fig. 21, b) un système 
rectangulaire de coordonnées. Sur l’axc des abscisses, nous porterons 
les moments d'inertie axiaux J,,(J,, J,, J,, J,, etc.), tandis que sur l'axe 
des ordonnées, les moments d'inertie centrifuges J.H{(J.,, etc.). 

Portons sur l’axe des abscisses, en échelle requise, les segments OA 
et OB équivalents aux moments d'inertie principaux. Divisons en deux le 


| 
segment AB de telle façon que BC = AC = 3 (J, — J,). Du point C 
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décrivons un cercle de rayon CA appelé cercle d'inertie. Alors, pour déter- 
miner le moment d’inertie par rapport à un axe x tracé sous un angle x 
à partir de l’axe principal #, nous élèverons du centre et sous un angle 
égal à 2x un rayon CD,. Les angles positifs seront portés dans le sens 
contraire aux aiguilles d’une montre. Avec cela, il s'avère que l’ordonnée 
du point D, est égale au moment d'inertie centrifuge J,, tandis que 
l’abscisse, au moment d'inertie axial J, par rapport à l'axe x. Pour obtenir 
la valeur du moment d'inertie J, par rapport à un axe y perpendiculaire 


® , Le e . ,e TT 
a l’axe x et, par conséquent, tracé sous un angle positif B = «& + — 


2 
par rapport à l’axe principal w, élevons du centre le rayon CD, sous un 


angle égal à 28 = 2 É + =] L'on se rend facilement compte qu'il 


constitue le prolongement du rayon CD,. L’abscisse du point D, est 
égale au moment d'inertie J, et l'ordonnée X,D,, au moment d'inertie 
centrifuge avec le signe inverse (— J,.,), ce qui correspond à un moment 
d'inertie centrifuge par rapport à des axes tournés de 90°. Remarquons 
qu'aux deux axes respectivement perpendiculaires correspondent deux 
points du cercle (D, et D,) se trouvant sur un même diamètre. 


Du point D,, traçons un axe x parallèle à l’axe correspondant de 
la fig. 21, a. Le point M de son intersection avec le cercle porte le nom 
de pôle du cercle d'inertie (point principal ou point focal du cercle d'inertie). 
Il est aisé de montrer que la ligne qui relie le pôle avec n'importe quel 
point du cercle donne la direction de l’axe représenté sur le diagramme 


FIG. 21 
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par ce point. En particulier, la ligne Af4 donne la direction de l'axe 
principal #. La ligne A{B est parallèle à l’axe principal v. 

Problème inverse. Les moments d'inertie J,,J,, J,, de l'aire d'une 
section d’une barre par rapport à un système d’axes centraux x, y sont 
connus (fig. 22, a). Déterminer la disposition des axes d'inertie principaux 
et la valeur des moments d'inertie principaux. Pour plus de précision 
dans la construction, posons J, > J, et J,, > 0. 

Construisons dans un plan géométrique (fig. 22, b) les points D, 
ct D, correspondant aux moments d'inertie par rapport aux axes x 
ct y. Les abscisses de ces points seront les moments d'inertie axiaux: 
OK, = J,; OK, = J,; les ordonnées représentent les moments d'inertie 
centrifuges J,, avec K.D, = J,,; K,D, = — J,,. Comme les deux points 
appartiennent à un même diamètre, en les reliant, nous obtenons le centre 
du cercle d'inertie C à partir duquel nous décrivons une circonférence 


de rayon 
J,—J, Ÿ 
CD, = CD, = ==) +JÈ 


qui coupe l’axe des abscisses dans les points À et B. Il est évident que les 
abscisses de ces points (OA et OB) représentent les moments d'inertie 
principaux cherchés J, et J.. 


[VA 


FIG. 22 


Pour déterminer la direction des axes principaux, construisons le 
point focal du cercle d'inertie. Pour ce faire, des points D, et D, élevons 
des lignes respectivement parallèles aux axes indiqués jusqu’à leur inter- 
section avec le cercle au point M. En reliant ensuite le point focal avec 
les points À et B du cercle, nous obtiendrons la direction des axes prin- 
cipaux # et v (fig. 22,b). La fig. 23, a, b, c, d montre la résolution gra- 
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FIG. 23 


phique du problème inverse respectivement pour les quatre cas représentés 
sur la fig. 20. 

Le moment d'inertie d’une figure par rapport à un axe quelconque 
peut être représenté sous forme de produit de l'aire de cette figure par 
le carré d’une certaine grandeur appelée rayon de giration: 


J, = >*dF = Fi, (2.27) 
F 


i, étant le rayon d'inertie par rapport à l'axe x. 
De (2.27), il découle que 


T. 
= || — . 2.28 
x | F (2.28) 


J4 


Par analogie, le rayon d'inertie par rapport à l’axe y sera 


Jr 
dr = F . (2.29) 


Aux axes d'inertie centraux principaux correspondent les rayons 
d'inertie principaux - . 
Ju Jo 

lu = — , = — * 2.30 

VA 4-V5 ét 


Sur les axes d'inertie centraux principaux d'une figure plane, construi- 
sons une ellipse ayant des demi-axes équivalents aux rayons d'inertie 
principaux; ce faisant, nous porterons sur l'axe # des segments égaux 
à i, tandis que sur l’axe v des segments égaux à i, (fig. 24). Cette ellipse 
appelée ellipse d'inertie possède une propriété remarquable consistant 
dans le fait que le rayon d'inertie à n’ir pote quel axe central x se définit 
comme la perpendiculaire OA abaissée du centre © de l'ellipse sur la 
tangente à cette dernière, cette tangente étant parallèle à l’axe x. Pour 
obtenir le point de tangence, il suffit de tracer une corde quelconque parallè- 
lement à l’axe donné x. Le point d'intersection de l’ellipse avec la ligne 
reliant le centre O et le milieu de la corde sera le point de tangence. Après 
avoir mesuré le segment OA = i,, trouvons le moment d'inertie d’après 
la formule 


J, = Fiè. 


$ 11. Moments résistants 


On appelle moment résistant axial le rapport entre le moment 
d'inertie par rapport à un axe donné et la distance de cet axe jusqu'au 
point le plus éloigné de la section transversale : 


Hi. (2.31) 


J'max 


Les moments résistants ont pour dimension l'unité de longueur prise 
au cube (mm, cm? ou m‘). 
Les moments résistants par rapport aux axes centraux principaux 
que l’on appelle en général moments résistants ont une importance pratique. 
1. Pour le rectangle (fig. 10): 


Je bh° 
W, = —— — ; 2.32 
+ 2 6 (2.32) 

J, hb? 
— = — 2.33 

2. Pour le cercle (fig. 13): 

SES rr rd$ 
W = W=W=.- - _ (2.34) 


3. Pour une section tubulaire avec d pour diamètre intérieur et D 
pour diamètre extérieur: 


J. rz(D'— d*)  7rD* 


Velele nent. 4-2) D 
RE DJ2 32D , RS 9) 
avec 
d 
= 2.36 
( D (2.36) 


On appelle module de résistance polaire le rapport entre le 
moment d'inertie polaire et la distance du pôle jusqu'au point le plus 
éloigné de la section: 


Jp 


Wp _— (2.37) 


Pmax 
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Pour pôle on prend le centre de gravité de la section transversale 
d'unc barre. 
1. Pour le cercle (fig. 13) 


W,= = =". (2.38) 


Wy= EE = (1 à). (2.39) 


$ 12. Ordre de calcul 


Lors de l’analyse des caractéristiques géométriques des figures planes 
aussi complexes qu'elles soient, le problème le plus important est de déter- 
miner la disposition des axes principaux et des valeurs des moments 
d'inertie principaux. On peut recommander l'ordre suivant de détermina- 
tion de la disposition des axes principaux et des valeurs des moments 
d'inertie centraux principaux d'une figure complexe composée de parties 
simples dont les caractéristiques se déterminent plus facilement. 

1. Traçons un système d’axes rectangulaires arbitraire. Divisons la 
figure en parties simples et, d'après la formule (2.5), déterminons son 
centre de gravité. 

2. Le système initial d’axes centraux x, y sera tracé de façon à sim- 
plifier au possible le calcul des moments d'inertie des parties de la figure 
par rapport à ces axes. Pour ce faire, en usant des formules de transition 
à des axes parallèles (2.14) et (2.15), déterminons les moments d'inertie 
des parties de la figure par rapport à leurs propres axes centraux parallèles 
aux axes x, y. De cette façon, nous obtenons les valeurs de J,, J,et J,, 

3. Déterminons d'après (2.21) l'angle d’inclinaison des axes centraux 
principaux en désignant par la lettre u l’axe tracé sous le plus petit angle 
(positif ou négatif) et par la lettre v, la perpendiculaire à cet axe. 

4, En partant des formules (2.24), déterminons les valeurs des mo- 
ments d'inertie centraux principaux J, et J,. 

Exemple. Déterminer la position des axes centraux principaux et 
calculer les moments d'inertie principaux d’une section transversale faite 
d'une cornière à ailes inégales répondant à n° 14/9 (GOST 8510-72) ainsi 
que d'un profilé en U, n° 24 (GOST 8240-72) (fig. 25, a). 
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Solution. Traçons les axes centraux x, et x2,} passant par les 
centres de gravité C, et C; de la cornière et du profilé parallèlement à 
leurs côtés. Comme x, est l'axe de symétrie du profilé, celui-ci et l’axe xs 
représentent Îles axes centraux principaux de ce dernier. L'’axe central 
principal de la cornière y, forme avec l’axe central de cette dernière x, 
l'angle «. 

Pour la cornière, F, — 22,2 cm?; J,, — 146 cm; J,, — 444 cm; 
J,= Jmin = 85,5 cm‘; tgaœ — 0,409: «x — 22°15’; les coordonnées du 
cenire de gravité xc = 4,58 cm, Je = 2,12 cm. 


Pour le profilé F, — 30,6 cm°; J,, — 2900 cmt; J,, = 208 cmt; 


J;,y, = 0: les coordonnées du centre de gravité Xc = 2,42 cm; yc= 12cm. 


FIG. 25 


Trouvons le moment d'inertie principal J,, et le moment d'inertie 
centrifuge Jr de la cornière: 


JT, Jmax = 444 + 146 — 85,5 = 504,5 cm"; 
J__— J,, | J,, — J,, 
ETES 2 sin 2(90° — x) = _ sin 24 — 


504,5 — 85,5 
= ————- " 0,701 = 146,7 cm‘. 
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Les distances entre les axes centraux de la cornière et du profilé sont 
égales à: 
entre les axes x, et x 


12,00 + 2,12 = 14,12 cm; 
entre les axes y, et y: 
14,00 — 2,42 — 4,58 = 7,00 cm. 


Déterminons les coordonnées du centre de gravité C de toute la 
figure dans le système d’axes x2, }2: 


222-700 en 222-142 Leon 
xc= = 2,94cm; Je = — = 5,94 cm. 
CT 222+ 30,6 CT 324 30,6 


Le centre de gravité C doit se trouver sur la droite C,C,, ce dont 
il faut faire la vérification sur le dessin. Faisons passer par le centre de 
gravité C les axes centraux xc et y parallèlement aux axes centraux 
qui avaient été tracés précédemment pour la cornière et le profilé. Les 
coordonnées du centre de gravité de la cornière et du profilé dans le sys- 
tème d’'axes centraux xc, YC sont égales à: 


XC, = 7,00 — 2,94 = 4,06 cm; Je = 14,12 — 5,94 = 8,18 cm; 
XC, = — 2,94 cm; Ye = — 5,94 cm. 


Calculons les moments d'inertie centrifuges et axiaux de toute la 
section dans un système d’axes centraux arbitraires xc et yc: 


J.. = 146,0 + 22,2: 8,18? + 2900 + 30,6: 5,94? — 5607,6 cmt; 


x C 


Je = 444,0 + 22,2: 4,06? + 208,0 + 30,6 : 2,94? — 1282,4 cmt; 


J ui 146,7 + 22,2 - 4,06: 8,18 + 30,6: (— 2,94) : (— 5,94) — 


Xc? 


= {417,3 cmt. 


D'après la formule (2.21) trouvons «&, l'angle d’inclinaison des axes cen- 
traux principaux x et y par rapport à des axes centraux arbitraires 


Xc €t Yc: 


21, , 2: 1417,3 
CC 
18 20 = ————=————— "© = — 0,66; 
J,.—J. 12824 — 5607,6 


= — 33°20'; ao — — 16°40’. 


Comme l'angle « est négatif, l’axe central principal # sera, par rapport 
à l'axe central arbitraire xç, tracé dans le même sens que les aiguilles 
d'une montre, et vu que e > 1, l’axe # sera l’axe par rapport auquel 


le moment d'inertie devient maximal. 


| Déterminons d’après Ja formule (2.24) les moments d'inertie prin- 
cipaux: 


Juo = 


5607,6 + 1282,4 5607,6 — 1282,4 
en JE 


2 
+ 1417,3? = 
= 3445,0 + 2585,6 cm‘; 
Ju = Jnax = 6030,6 cmt = 6030,6 : 103 m*; 
JT, = Jin = 859,4 cmt = 859,4 - 107? mf. 


Vérification. Les conditions suivantes doivent être remplies: 


Je + J, = J,+37, et J, = 0. 
Dans le cas présent, nous avons 
J, — J, = 5607,6 + 1282,4 = 6899,0 = J,, + J, — 
C C 


= 6030,6 + 859,4 — 6899,0 cm’; 
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J, —J 
: 
Lo = — "sin 22, + Je e cosi220 = 


5607,6 — 1282,4 
: (— 0,55) + 1417,3 : 0,836 = 


E 2 


— 1189,4 + 1184,9 — — 4,5 cmt. 
+ 100 = 0,4 % ce qui est admissible. 


L'erreur relative 
1184,9 
La fig. 25,b montre la construction du cercle d'inertie pour une 


résolution graphique du même problème. 
Les tableaux 1-6 donnent les caractéristiques géométriques de diffé- 
rentes sections planes ainsi que des sections des profilés de laminage. 


Caractéristiques géométriques des sections planes 


Forme de la section Aire de la section F | Coordonnées des points 
_— Fm LI 
x x, | 
ans mir 
ZZZ7 
hl_|* 
y 
= — F= Hip e + 


L LA 
122724 
RP 


Tout axe central est principal | 
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Tableau 1 


Rayons d'inertie 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,,; Sroments ee dre 7 Jr. 
centrifuge: Jxy: polaire: J,:en polaire: w dt Pd x FF” 
torsion libre: J, torsion libre: 1ÿ, . 

i,= + 


ht MF 3 
Je = J, Se os WW, — WW, md Es s LES e iy Es es _ 
12 12 6 Yi5 
7. a" NF HW, = 0,2084% — 0,289h 
x*q , ; : n 
3 3 L'ellipse d'inertie est un 
Ju = 0,14064 cercle 
1 H4=— hf ik =iy » 
rare rte W, = W,= x 
12 6H _ june = 
_ Ht+ht F 12 
12 0,289 FH? + hs 
L'ellipse d'inertie est un 
cercle 
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Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrêmes de la section 


AISS SV 


Carré creux à parois rainces F = 4H6 H 

2P2227) 

ÿ 

au 

4 2 

y 

# 

’ 


o AT 
S 


4 
| | 1 À: 
ane RE 
y 


Tout axe central est principal 


Carré creux F=h#- a —. __ à 


Tout axe central est principal 
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Suite 


Rayons d'inertie 


PRE ' Moments résistants: JT 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,;laxiaux: Ws, Wy: polaire: x = |] “x : 
centrifuge: Jxy: Re Jp; en W, et en torsion i 
torsion libre: J: libre: W, es 
tr — dy 
F 
3 L : 2 H 
Jx=J,=— H%6= We Wyæ— HO lix = 1, = Æ0,108H 
y8 
FH L'ellipse d'inertie est un 
ii 6 cercle 
H — a ht — a ; M3 + ai 
Jx=7J, 5 A oi 12 
ta, = 0,289 Wat + oi 
PL ice 
12 


L'ellipse d'inertie est 
un cercle 
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Forme de la section Aire de la section F | Co0rdonnées des points 


extrêmes de la section 


Carré reposant sur l'arête F = @ h 
X1 = Ji = - —- = 


Y2 


= 73 a = 0,71a 


Tout axe central est principal 


Carré creux reposant sur l'’arête F=a@-b 


H 2 
CE -1- 
=0,71a 


Tout axe central est principal 
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Suite 


Rayons d'inertie 
Moments d'inertie: axiaux: J,, l'A Rouet 08 résistants : — 


Jr. 
W,. W,: polaire: = | =: 
centrifuge: J.,: polaire: J,; enl W#, et ‘en (remis ” 
torsion libre: J, | libre: W, = 
| PRES | BCE 2 
cd F 
4 = pe 
Je =Jy= = We = W : V2 3: lx = 19 = 02898 
12 ” 4 12 L'ellipse d'inertie est un 
: : cercle 
LE LS ht À 01180 = 
12 48 24 
— 0,042 }? 
Lorsqu'on coupe les an- 
gles supérieur et infé- 
rieur de b — - h, W, 
18 
atteint le maximum 
[Ni zmoy "0.124 =0,04# 
ina cre WW, re 
12 pren a+ _ 
Hi—h ” 12 a 12 
45 = 0,118 PS — 0,289 Vaï + b: 
a+ F a L'ellipse d'inertie est un 
12 H°— ht ESreie 
24H 
H! 2 ht 
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Coordonnées des points 
extrêmes de la section 


Aire de la section F 
F = bh 


NE 


Forme de la section 


x-x et )-y sont des axes 
centraux principaux 


Rectangle 
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Suite 


Rayons d'inertie 


Au milieu des grands 

côtés la contrainte tan- 

gentielle maximale r = 
max 


= AffW,; au milieu des 
petits côtés Tr = Çr ; 
max 


dans les angles r — 0 


: ; Moments résistants: T7 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,; axiaux: Wan W,; polaire: I, = LR 
centrifuge: J,y: polaire: J,; en] jy et en torsion F 

Lorson bre: ? libre: W = 
i dy 
| y F 
12 12 6 6 1, = 0,289b 
hb*  Fb? H”, = bi" Pb 
HT D. 6 6 
12 12 
y F8 
3 3 
hbs Fb1 
J. SO mm = e—— 
72 3 3 
b'ht 
J De 
Xa7a 4 | 
Jes = Je, = 
CE L 
6d* 6&+}) 
d'sinta - 
48 
Fdsin?'a 
24 
J,y=—(&+ht) 
LU => Î 
b 
J = nb" 
W, = €? 


Fu 49 


Forme de la section Aire de la section F teen en pos 


| 2 | 3 | 4 ; 6 ! 8 | 


Fe 0,493 | oso1 | 1150 | 1.739 | 2.456 _312 


n 0.1104 | 0,2936 | 0,4572 | 0,7899 | 1.1232 1,789 2,456 _3,123 
[4 | 1,0 0,8588 | 0,7952 | 0,7533 | 0,7447) 0,7426 | 0,7425 0,7425 
Rectangle creux F = BH — bh B 
2 
n= À 
Ÿ 2 
X°-x el j)-y sont des axes 
centraux principaux 
Rectangle creux à parois minces F = 26(B + H) = B 
2 
Ô < — 
/ LL se 15 ; H 
2. 
2 


ÿ 


x-x et y-y sont des axes cen- 
traux principaux 


= NN SS 


m7 


ET 
KR 
Ne 
Fe 
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Suite 


Rayons d'inertie 


de : Moments résistants: JT 
Moments d'inertie: axiaux: Jx,J,;laxiaux: W,, W,; polaire: ix = Jz, 
centrifuge: J,.y; polaire: J,; en W, et en torsion F 
torsion libre J, libre: W. 


,- 7 


EL 


J 
JL = ss (n — 0,63)5t W, = 0 -0,63%= 
3 3 b 


Au milicu des petits cè- 
tés, rt == 0,7429r 
max 


BH3 — bhà | BH3 — bh BH3 — bht 
Je We = —— PS ECS 
12 6H 12(8H — bh) 
HB3 — hbt HB3 — hbt HB3 = kb 
Jp, ———— W,y = 1, = IE 
12 6B 1XBH — bh) 
6H3 B ‘H! B 
J = 3 — - = 2 
Fo ( H 1) Pet (: H #1) le = 0,289 H%x 
ô6B? H 
J, — (+1) Wy = (5 + +1) x IÈR 
6 B 3 B + H 
. [34 +8 
H -B 
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Forme de la section Aire de la section F | C0rdonnées des points 


extrêmes de la section 


Rectangle avec entaille 


F = DH —h) 


rh 
nn 
ÿ H 
1 = — 
2 
x-x et >-y sont des axes 
centraux principaux 
4 rifi il di b 
Rectangle avee un ovifice ci | End es 
h 
di =. — 
2 


x-x et y-y sont des axes 
ceatraux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


Moments d'inertie: axiaux: J,, J,; rare ae sr i, = Pas 
centrifuge: J,y; polaire: J,; H”. et en torsion F 
en torsion libre J, P libre: W ee 
Jy 
,-VZÆ 
Je — (18) we, = —Ÿ (43h) 1, = 
12 6H 
3, = —h mn (us) | VER. 
12 6 12 
= 0,259 ŸH3 + Zih +1 
LAS = 0,289 b 
Fe I blÿ rdi ) | y 1 /bIS ndi iX = 0,289h x 
x = — —— — = = — —— œ —— = — 
i 
L 3 2 . 3 ke 1 — 0,59 de 
SELS 1059) = (os) x —_—# 
12 bh 6 bh 1 — 0,785 — 
J Dh _ nd \ y LA ht _ dt .. 
3 : : : : 
se (: — 0,59 =) Pie (: — 0,59 ) 1 — 0,59 
12 LL 6 hb? ” hb 


1 — 0,785 
bh 
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Forme de la section Aire de la section F Se pos 


NX = LA 
2 
| _ = h 
dé 2 
y 
x-x et p->y sont des axes 
centraux principaux 
Rectangle doté d'entailles demi- F=bhm NE 
circulaires X, = _s 
2 = h 
1 2 


X-x et 3-7 sont des axes 
centraux principaux 


Rectangle penché F = bh ! 
ÿ1 = Es (hcos a +b sin a) 


ru = — cos a h sin 2) 


Suite 


Moments d'inertie: axiaux: Je, J,;laxiaux: #., 


centrifuge: J.k,; polaire: 


Jh; en 
torsion libre J: 


[ons 


nn /b ér 


e 
one ss) 
2 2 3n 


J, = ee (cost + 
12 
+ bsin'a) 


per (usine + 
12 


+ b'costa) 
Jry um Lt (b? — }) sin2a 
24 


Rayons d'inertie 
Moments résistants: 


W,: polaire: le = V£: 
WW, et en torsion 
libre: W. —— 
i, = | 
sé F 
W, = ee DEL 
6 18 x 
n Dh 
pee (: + “ 
bh3 x (ire 
+16) 1 — 1,57 
ds *” bh 
— 0,289 > 
ME h . 
LE ne LE 1— 1,18. — 
: hb 
: D 
— 1.18 nus 11,57 © 
hb 
2 € ae 2-7 
pr, = 2% ES — {= Je 
6 2h x F 
hb! = 
W,, = Fr: . ds = + 
_ L [orre+ | 
«8 /b 4r | 
ARE 
2 2 3 ) 
Wen, |, _1/Foose + Bsinte 
= |: a 


12 


L costa + Bsinta | 0,289 Ÿ Atcost a + btsin? a 
h cos a + bsin = 


1, = 
bh sr 
W, = ya X = 0,289Ÿ A sin? a +6% cos! a 


ÿ M sin « = BE costa 


bcosa — hsin «a 


Forme de la section 


: ; Coordonnées des points 
Aire de la section F | extrêmes de la section 


Bande rectangulaire mince 


F= lt + b 
Je” 
5 nbyru 

Double T symétrique en rectan- F = ah + b(H —h) b 

2 

H 

ÿ1 mm 
2 


x-x et Jj-y sont des axes 
centraux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


Moments d'inertie: axiaux: J,, J,: es ar Nr Li = [JT : 
centrifuge: Jxy; polaire: JL; En]  bolaire: W, et a s FA 
torsion libre: J torsion libre: 1, — 
FL = J, 
> 4 = —. 
F 
! 
= Fe pie 1x = 0,289 k 
12 12 
+ ab+8 Was = (at 4 ab +85) 
a on "3 3% " 
3 
J. = LL + Dee (H?— 3) HW, = + le = 
12 12 6H 
8 ——— —Ù———  — 
Jy = Cu + (4 — h) + _b_ (H°— ah + E(H3— h3) 
12 12 Von 
6H 12{ah + b(H —h)] 
W, = æh + i, = 
6b E ah + b(H —h) 
ë* 12{[ah + L(H—h)] 


Coordonnées des points 
section 


extrêmes de la 


Aire de la section F 


Forme de la section 


al xl xl x | 
Û L I Î 
RS s Es 
c 
v 
. ä 5 
à à l T 
ue à à 
= 8 ÿ 
S 
1: à tu ke 
tu 

g 


Double T 


a! À 
KR NNN 


DAS ANT! N 


Nez N 


2” NX 


NS mi "2 S 


x-x et>-y sont des axes centraux 


principaux 
Section symétrique en rectangles 


Section symétrique faite de rectang! 


x-x est l'axe central principal 


mi) Sel DE 


x-x est l’axe central principal 


Suite 


Rayons d'inertie 


; Moments résistants: 7 
Moments d'inertie: axiaux: Jr, J,:'axiaux: Wa, Wy: polaire: LL = VU =: 
centrifuge: J;ky: polaire: J,; en W_et en torsion F 
torsion libre: J. Fibre: M Dee 
y = dy 
F 
1,= ——|s#- Wen [en - | na 2 
12 6H # F 
1 ( 4 = 
PC )| 1 s 3 
- La] VE 
2 42 1 ly F 
[exx _ h)+ : 
W, = a [4 = h)+ 


he + + d)] 
+ ho + . œt-)] 


LS 


Pour les doubles T normalisés 


1 
aZ — 
6 
3 $ 3 _ 
De nr, TE = VA 
12 6H lx 12(BH — Bh) 
BH° + bh ie 
le = ME + bh) 


. BH? + bn 
Pin . WW. = 
” 12 F 6H 


n9 


œ-—— me 


| ; ; Coordonnées des points 
Forme de la section Aire de Ja section F | extrêmes de la he 


Cro'sillon 


C=Hb+(B—b)h 


B 

Ki = — 

2 

J Eh 


Jr = 


x-x et 7-7 sont des axes 
centraux principaux 


Croisillon à parois minces 


F = F8 +(b — 6)ô 


. 

«7 e 
ensns 
_— 


x-x et J}-y sont des axes 
centraux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


PT : Moments résistants: ee 
Moments d inertie: axiaux: J,, J,5laxiaux: Wxs Wy; polaire: iL, = IE 
centrifuge: J.y: polaire: J,; en WW, et en torsion F 
torsion libre: J, P libre: W, 
= ÿ #- 
. F 
bH° +18 —b) MP ,  bH?+(B—b)» — 
© — Be = ————— nm =U2x 
12 6H F V F 
hB° + (H — h)b° RB%H — h) b° — 
Jp ———— "———— —— | ————— LV 
12 6B y F 
pentes ob =- oi lue SEP E- UT 
12 6h gi F 
I L un 
= —Lworeu-e) [w,-#6+8#4-0 |, [3 
12 6b y TE 
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: oord d i 
Forme de la section Aire de la section F re pr ti 


F= be, + ah + h,) + b=b—-a 
+ Be 

Double T asymétrique en rec- PE 
tangles 2 
—— X 


rs 
aH + B,c + be, 


& 


x-x et y-y sont des axes cen- 
traux principaux 


EE 
62 


Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,; 
centrifuge: J.y; polaire: J,; en 
torsion libre J, 


axiaux: WW, W,; polaire: 


Suite 


Rayons d'inertie 
Moments résistants: 


W, et en torsion F ° 
libre: W, SUR 
ie ff # 

4 F 


I 
Je = + (oi = B,rm + 
+ b5Ÿ — bi) 
l ) } 
J,= [ee + be + 
12 


+ oh + ») | 


Was = 2% (pour les 
fibres supetioire) 
LETTRE Je (pour les y 
fibres inférieures) 


WW, = Lip + Poi+ 
6B 


y 
+ ah + h,)] 


Forme de la section Aire de la section F Poe . He a 


F=(B—0b)c+bh 
NX = — 
2 
"= : X 
1 2 
: (B — b) c? + bh! 


(8—-b)c+bh 


Nn=h—) 


Profilé en T symétrique en rec- 
‘angles 


x-x et p-y sont des axes cen- 
traux principaux 


Suite 


Rayons d'inertie 

Moments résistants: >: 

axiaux: Ws, W,: polaire: ix = ei 
W, et en torsion F 

libre: 1e ee 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,; 
centrifuge: J.y; polaire: J,; en 
torsion libre J, 


_ | 
dy = FF 
= _ ,?2 J ar. 
Éd Was —;" = | 
a 1 FE 
X3 3 e CT Je, ; iy ” ÿ 2 
D a F F = 
pa (me SR CO); g she 
12 (pour les fibres supé- 2 
rieures) 
Bh (8? — bc + bh 
t la, J,mp---— ,fétant|,, J J : D A 
ee 12 Fee Wxi = - 7 AE 
déterminé à partir du graphique }: h— 1 
(pour les fibres inféricu-, 


res) 
H°, = LS [B’c + 
6B 


+ EG — c): 


LAIT 
LUTTE 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrêmes de la section 


Section asy métrique en rectangles F = aH + bc . 6H? + bc 
2(aH + bc) 
1= H—- = 
__ aH3+ bc(2H — c) 
2(aH + bc) 


x-x est l'axe central 
Section en auge F = Bh + 2H — h) B 


X1 = 


Bh? + 2H{H?— h3) 
2:Bh + 2HH — h).| 


» sH- y 


x-x et >-y sont des axes centraux 
principaux 


h nn 
2 


: 3BH?— h4b + 2a) 
6BH — J3h(a + b) 


RE 


d1 — H — y 


x-x et j-y sont des axes centraux 
principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,; Ne ,: polaire: = TJ 
centrifuge: J.y: polaire: J,; en W, et en torsion F 
torsion libre: Jt libre: W, NH 
il, E 
Je — : (By? En) Lol à ay1°) Wxs = LES 1. = lES 
1 Ji le Æ 
(pour les fibres infé- 
rieures) 
Wars = LES Je 
»1 H — Yi 
(pour les fibres supé- 
rieures) 
Wi > Wrs 
2H = | JL 2h 
PRE Len ER WW, = 7x = | 
12 d'1 F 
h ! (pour les fibres infé 
+ Bh (> a 3 + rieures) dy = IE 7. 
2 F 
Jr 
+2HH — nf + h-— nf Wx 1 
2 1 
__ BH —(H — hX{B -2by | (pour les fibres supé- 
y — eu eo rieures) 
y” _BH-(H-hXB-2b) 
‘ 6B 
2 TT 
Je = Jxs — PT Hs ee : 
7. = BB _ cd 
dE st a) (pour les fibres infé- Jy 
rieures) Ve 
HB? h J 
Sy = — - — + 1 — "*. 
12 43 # ! 
J1 : 
bt — at e 
x (pour les fibres supé- 
ba rieures) 
2 
je, = HR 
6 
: h b' — a! 
248 b—4 
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Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrémes de. la <cction 
Cornière à ailes égales F=102h—-1 Xe) = 
R? + (4 — +) 
20h — 1) 
, , 
X1 = M = 


=h-x,=h—- 


VIN Ils 
D CR 


SN 


Cornière À ailes égales F=1(2h— 01) ih=1— 2 
DR — 
y2 
ee _hW+ht—t 
(2h — nŸ2 


: V2 
Ch - —_ 


Suite 


2 ere | Moments résistants: 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, Jr: axiaux: W, W,: polaire: 
centrifuge: Jxy: polaire: J,;en W, et en torsion 
torsion libre: Je libre: W, 


J 


d: 
3 ,  py (pour les fibres inférieu- 
+ hi — 00 OT | res et les fibres gauches) 


1 , 
Jx = J,= Fo US. Ds 


4(2h — 31Xh° + 02) : J> 
Jx, = : Wx=W,= =. 
4 L 
7h — S(h —1 
J Le ( = (pour les fibres supérieu- 
12 res et les fibres droites) 
— 2hy, Ch + y) + 
+ 2h —0)h —7)On +0 — s 
— hy(h — 1)! 
J. 
1, = [2e — Ac — 1) + Wres = — 
3 Y'1 
+1! h—-2+LŸ (pour les fibres supé- 
2 rieures) 
FL LL Wa = = 
sé 12 ji 
(pour les fibres infé- 
rieures) 


Rayons d'inertie 


imia = Ja ” 
| 2 
T 
J 
il, | Sd 
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Coordonnées des points 


Aire de la section F extrêmes de la section 


Forme de la section 


F=41(b+4h)= _ 6'+ Me 


Cornière à ailes inégales 


NV [rs 


ù 


 ERS 


/, 


Ü 
’ 
4 
do 
", 
! 
2 
FA 


OSSSS LS 


XX = ———— 
1(h + b,) 26 + h) 
x, = b — X1 — 
- Bt + h,(2b — ©) 
2(b + h,) 
LL U 
2(h + b,) 


Meh-hn= 


» ht + b,(2h — 5) 
2h + b,) 


Suite 


Rayons d'inertie 
Moments résistants: Je 


Moments d'inertie: axiaux: Jr, Jilaxiaux: , W,,: polaire: EL —-; 
centrifuge: Jxyi polaire: J,i en) jy, et'en torsion à : 
torsion libre: J: libre: H, [7 
| + 
! J 
= Lu — We = “* 1, = VZæ = 0,29 h 
3 »1 es 
+ dpt — biCrs — 1] (pour les fibres supé-| y. — |/_YY = 0,32b 
rieures) 7 F 
J,=—|16—- x} + J 
” 3 [ Wa = —= 
J'1 
+ Rx — him — >| (pour les fibres infé- 
rieures) 
bb,hh,t 
Jr = — =—"—— = Wa = dy 
4 — h;) x! 
1 
bb;hht 
= — —1+- (pour les fibres droites) 
4(h +b;,) J 
Wys = — 
Xi: 
(pour les fibres gauches) 
Bb — (b — 1,Xh — UP bh3—(b—1,Xh—25) Je 
Je = ——" — — |4, = L=l—= 
12 6h F 
hi9 + 61b4b — 1) + (51 W, = Te V7 
y ” 5 hi + Gb(b—1,)+ ci 
J - 2 Ccosiz — J, sin?z = +24 — 0 
Lg == 
: cos 2z- pe 
J = J, cos! a —-J, sine 
Y. cos 2z 


= -, 
Ü 


Coordonnées des points 
extrême de la sections 


D qq qe 


Aire de la section F 


Forme de la section 


Triangle 


Suite 


oo 


Rayons d'inertie 


june .| Moments résistants: [= 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,5 'axiaux: Wx, WW: polaire: 1, = | = : 
centrifuge: J.y: polaire: J,; en et cn torsion F 
torsion libre: J, P fibre: TA [& 
y 
&- | F 
EE 
bi 3 ji 
J, = —— = Fh W,1 = Le PES —_ se _ 0,2357 khk 
36 18 12 3/2 
J,. = OP CEE (pour les fibres infé- Fa 1 
2 12 6 rieures) y 3} X 
bk° Fh: bh: 
Jr, Le Era = 3 We = 2: x]{6° LS x; X = 
DRE? — xx) (pour les fibres supé- Re 
Jy = - … __— rieures) = 0,2357 Ve TAN 
2 — La 
F(6! — x X1) W Le BIKb Xi x) 
Œ ———— yd 
18 36x: | 
Hx! + x) (pour les fibres droites) 
Se ’ 
Te 12 e _ BA — X) X1) 
J5 = — (+ xft +x X + x) és 36x;, 
k : a, | (our le: fibres gauches) 
JDA = —— Gb + xs + x) 
12 
Pour un triangle équilatéral de côté b et de hauteur h 
kb Fb! : = 
48 24 yd LS 12 l, = 6 2 
J, = ho kr Le H”, = 0,05 b° — = 0,204 b 
15Ÿ3 25,981 ___p h__2J, 
3 Lt b! 


7.5Y3 12,99 k 


80 3 46,188 


Pour un triangle isocèle de base Bb, de hauteur k, avec un 
angle au soramet æ& < 15° 


J = Er Ab — 0,105b! WW, = _ hb?—0,105b— 
E2 12 


J 
b 


Forme de la section Aire de la section F ten D pos 


EEE EE 


Fo PE 
2 3 

PT 

J1= —Àh 

M = —h 


Triangle rectangle 
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Suite 


Rayons d'inertie 
Moments résistants: Tr 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,;lariaux: : É - Jx . 
centrifuge: Jyy: polaire: 7: en We ds pote x F ? 
torsion libre: J, P libre: W, 
be ' RES 
“ F 
, bht h 
Joue Wu = —— ix = —— = 0,2357h 
: (pour les fibres infé- 
Xa — ne rieures) ir, = — =0,2357b 
12 6 Nb 3ÿ3 
3 : xs — — 
Jx3 = 0h _ Fh 24 
4 2 (pour les fibres supé- 
Ph Fo de: 
ET] Ma = 2 
TT 
Jr, = PR 0 i({pour les fibres gauches) 
3 12 6 ss 
Wa = 2” 
bh 24 
Try = — . 
72 (pour les fibres droites) 
__Bh 
"172 2 
ht 
J ee 
X3Ja 8 
? 
Jh = DR Qu spa) = Ph 
36 36 


c'=h+8p 


bh 
Jp 4 = — (h! + Bt) = 
12 


bhei 
12 


J,2 = _. (GA + 61) 


a 


. . Coordonnées des points 
Forme de la section Aire de la section F cxtrêmes de la “tion 


F= LG, +6)h pe teen 
2 36 + b,) 

CE 2b + b, k 

1 = - 

3(b + b,) 


Pour un trapèze isocéle 


Lt, 


32: + be) 
b 
Xi: = — 
2 


x-x est l'axe central 


Pour un trapèze sous forme 


76 


Suite 
Rayons d'inertie 

us à Moments résistants: 

Moments d'inertie axiaux:J,,J,,; 

centrifuge Jxy; polaire: J,; en 


axiaux: 1V,, WW 
torsion libre: J, 


| Jr 
, 1x = 
polaire: l#, et’en - | 


torsion libre: 1, = 
iy = | Y_ 
EE 
2(b3 2 + 5 , 12 
FAR EF ED) de UE rs + | li, = x 
36(b + b,) 


h 
# 124 + 2h) b + b,) 
Fh°(68? + 4bb, + b?) (pour Iles fibres infé- x V 26: + 4bb, + b?) 
= rieurcs) 
186 + b,)* o 
Ib + 3h) ” h'(b*-4bb, +b:;) 
Jxe = TT pp a AT 12(2b + b,) 
- à (pour les fibres supé- 
= Fh'(b + 3b:) rieurcs) 
6(b + b,) 
FC + b,) 
7x3 © 12 
: Fh23b + b,) 
6(b + b) 
ayant pour base supérieure b, et pour base inférieure 
b; + be = b 
I, = MD + Gb + 66) MAG + Gbibe + BG) x - 5) 
. 36(2b, + b,) 1266, + 2b)  — 
RE Vaccs? + eob. + 62) 
h  bt-b{ h  b'—b 
Jo = — Fe 
Y 48 bb, Ne 
hauteur h > 4 


NS - 
L b3 :b 
24 bb, .-| T1 
de coin avec pour grande base b, b, pour petite base et une 
b 
H(b' — 51) | 
J= ————— -—0,10501+81) |5 
12(b — b.) 


24 
— FA L hH(b* — EH) . 
pb 124b-b,) 


bt+4Ef 
— 0,105 
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Forme de la section 


ZÆ 0,785 4? 


Tout axe central est principal 


Suite 


Rayons d'inertie 


d 2 ' Moments résistants: 7 
Moments d'inertie: axiaux: J,, J,: axiaux: WW. W.: Im 2x. 
ice: J..: ire: J: RUES À x ; 
centrifuge: Jry: polaire: 7: en polaire: I, et‘en F 
torsion libre: J: torsion libre: LA — 
Jy 
l,= | — 
3 3 FT | CO 
a po ne de =}, = ss 
48 24b 24(ab — ab,) 
 : RE — —_—— 
&b — ab — aù 
J, = Lis W”, = be i, = ab — uj bi 
48 24a 24(ab — ab,) 
e 
4 ‘ > 
A PE RE sms Lie se 
61 4 32 4 4 2 
Fdi _ Fr re z 0,1d° = 0,785 ri L'ellipse d'inertie est un 
le RP & nP n° cercle 
W,= Wim = —x 
= 0,785 r° 16 2 
J,=h=U,;- 1; # 0,2d's5 1,577 
NL . 
+ cu = di LA 0,1 d® = 
32 2 
æ 1,57 rt 
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Forme de la section 


Coordonnées des points 


Aire de la section F extrêmes de la section 


Anneau 


Tout axe central est principal 


Disque doté d'une ouverture 
non concentrique 


>-} est l'axe central principal 


F = _mD" = d') _ d®) = 


D 
NTM — 
4 2 
3 
ape — x?) = 
4 
æ 0,785 DY1 — 2) 
d 
a = — 
D 
D: 
Fa ds re 
d a 
= —— ‘. = D = 
D Jef es 
D 1 — at(1 — 25) 
= — 
2 1 — «! 
, D 1-x1(1 + 23) 
= — 
2 1 — a? 
fr 
D 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,; 
Ji en 


centrifuge: J,V: polaire: 
torsion libre J, 


r(D' — di) 
J, = J, = TT — 


rD! (1 — at) = 


! : 2 
_ FO'+an | FD nd 
16 16 
æ 0,05 D'(1 — x') 
& 4 
PAP CELLES 
32 
rD' 
32 


æ 0,1D'(1 - a) 


(—at) = 


: 
Lee (: —at— 16 _—) 
61 1-1 
: 
64 


Moments résisttants: 
axiaux: #,, W,,; 
polaire: W, et en 
torsion libre: H, 


mD'-—d) 
32D 


= 


sn (—a = 


æ 0,1D°(1 — a*) 

W, = W 

_ D d) 
_ 16D 


xD? 
16 
= 0,2 D'(1 - at) 


= (ii —-2) = 


xD? 
32 
; (1—a?}(1 — at) — 1621 
1 —«!(1 + 27) 


(pour les fibres supé- 
rieures) 


Le — 
W', = 


rD? 
: 32 
I. (4 —a2)(1—-2)—16 x}! 
1 —a*(1 — 24) 
infé- 


X 


LA En. 
HW", = 


(pour les fibres 
rieures) 


3 
H, = RE (1 — st) 
32 


Suite 


Rayons d'inertie 


.YDrdin 
4 


2yire 
4 


L'ellipse d'inertie est un 
cercle 


IE +at—16 (%) 
4,= — Vire 


à | 
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; : À Coord i 
Forme de la section Aire de la section F Re pee 


Disque doté d’une entaille — _ 
circulaire 


x-x est l’axe central principal 


Nr mA SF 
Anneau à paroi mince 
8 < 0,1 d 


Em nn 2 om nn 20 ES ee Sen 0 


Tout axe central est principal 


mme 2 me te On nd PS 
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Suite 


| Rayons d'inertie 
Moments résistants: 


| ee cm ne 
ne Ce | ne | ne qu, 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,5 ariaux: Wie Wy: = Je 
centrifuge J,y: polaire: J,; en polaire: W, et en F 
torsion libre: Je torsion libre: W, 1. 
un 2 
| 
=kR° BR = 
J 1 | it A nm | 
Ke 
' ] Î 
r._ | 0 0,005 | 0,1 | 0,2 | 0,4 | 0,6 | 0,8 1 1,5 
R _. D 
em, Vasr | 156 | 1.561 1,46 | 1,22 | 0,92 | 0,63 | 0,38 | 0,07 


k ‘ 0,6 | 1,221 1,221 1,23 | 1 | 152 lai | 263 | 714 


rôd° rôdi : d 
+ = W, = W, = = Lebss 
Ce Er FL «4 * 7? 22 
== Li = ; 2 
= nor = FA | 039364? RO VAR 0 se Soi 
1, = ee TE V2 
Rd Lo PRE 2 L'elipse d'inertie est un 
SNS = ” Zion Ve 


= 0,785 5d? 
| 


8 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrèmes de la section 
Anneau circulaire à paroi mince, _ d+5 
non fermé ni Dan à ue T3 


0€ d 
x-x est l’axe central principal 
Demi-cercle ndi nr d 
F= — = — > X=—=7r 
u 8 2 2 


& 0,393d? 2 


LIN à 
47 LD X? 3, n 
HAE 


J-p est l'axe central principa 


ri 
Quart de cercle F = De z 0,785 r2 


Suite 


Moments d'inertie: axiaux: Jy, J,; 
centrifuge: J,y: polaire: J,: en 


torsion libre: J 


Moments résistants: 
axiaux: ÿ,, 1; 
polaire: W,, et en 
torsion libre: W#, 


Rayons d'inertie 


rdô? 


16 4 
& 0,0246 d' = 0,393r! 


Jxmax z 0,0714r! 
Jymin = 0,0384 r! 


Jxa © Jya © 00549 rt 


nr 
Jxs = Jy3= 16 
= 0,1% rt 


Jxnya = — 00165 r4 


_ 
8 


Jx 373 


(rdô}? 2 
3:d + 1,85 


LA = 


térieur et extérieur de la 
section 


… 3rd + 1,86 M 
(xdô)" 


Tmez 


HW”, + 0,0324d° = 0,259 r° 
(pour les fibres  infé- 
ricures) 

W”, = 0,0239 d° = 0,1917r° 


(pour les fibres supé- 
ricures) 


& 0,05d° 2 0,397 


Wx, = Wy, = 
nr Ont — 64 
48 3x —4 


= 0,923 r” 


(pour les fibres supérieu- 
res et les fibres droites) 


We = Wys = 


LL. 2 


2,2 
ET (Ont — 69) = 


= 1,245r? 


(pour les fibres inférieures 


et les fibres gauches) 


i, & 0,1324d 
d 
Lee 
* 4 


F æ 0,302r 


3 0,221r 


Xmax 


iv mio 


Forme de la section Aire de la section F Core se ie 


Secteur circulaire | Ês= = 973 X = LA srsna 
2 
$ = 2ra 2 rb 
n° Pie 
— 3 ss 
180° i 
: 2rsin x = 38,2 ins 
32 
, 2sin = 
(1-2) 
3e 
b = 2rsine 
J-y est l’axe central principal 
x : : 
Segment circulaire Fa (21 — sin 2x) X1 = D 
2 2 
= na° b=2r sin 
t 180? âr sinèz 
de = 


3(22 — sin23) 


: : 4 sin? « 
: (; 23 — sin 27 


_ cos s) 


, 4 
n=r(t- + 


, sin 
22 — sin x) 


>-y est l'axe central principal 


Suite 


Rayons d'inertie 


se ; Moments résistants: JT 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,; axiaux: W,, W,: LL, = ÿ 2x: 
centrifuge: Jxy; polaire: J,: en] polaire: W, et en F 
torsion ibre: Je torsion libre: #, ns 
= | 7 
r! | ; r? : 
Je = (2x + sin 28 — We= x Lot 
8 8 2 
= ne À Ce: sin2a — 22: sin 22 — ere 1 + sinia _. 
9a 8 : c 2 
_ 32sinta y 2sinz d 16 sin?a 
n rs = 
Es AS ‘pour les fibres supé- r — gode 
Jxs = A (23 + sin 22) rieures) = … IE _ _— 
3r2 
r( : W,=— 22 + 
SE DE = 7 © gsina ( 
Frs + sin2z — ne 
= “7 (22 — sin 22) 
82 ‘pour les fibres inférieures) 
W, = 1 23 — sin 2e 
sin 
4 J 
Je = Ca — sin2a + We = > ix=— *x 
8 on 2 
+ 4 cos sin? a) = ‘pour les fibres inférieures) . | R 4 cos 7 sin?r 
Frs ie 4 cos a sin? =) w. = 7x 22 — sin2= 
rt | 2 
J, = — ( _— sin 2: — (oour lei fibres supé- a 
8 rieures) " jf: a 4 cos a sin’ a 
4 : \ r° 3 27 — sin2z 
 — cos 2 sin «) = HW”, =: (> _ 
3 : 8sinz 
| ! 
re — Sin 23 — 
4 3 
: 4 : 
— — cos sio* a) 
re 3 
22 — sin 22 
nf è 
Jr, = — (22 — sin 2a cos 2x) 
8 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F | extrêmes de la section 
2 — 
| F= 224) _ see 
Demi-anneau 8 2 
= D — at) = M1 = _2 D? + Dd + di _ 
8 32 D + d 
= 0,393DU1 — aî) LE 2 D 1 a tot 2 
= 3 r  1l+a 
2 
D z 0,212D dteate 
1 + 
+ D (025 = 
= . I 0 . al 4 
>-> est l'axe central princip _ 0,212 _æ 
1+e 
F= AR —-rn) 7 x, = Rsin y 
= RYU1 — a) 2 R'—r° 
ry° VITE AT = X 
Fr — < 3 R? — ri 
180° : 
; sin; 
= — + 
Secteur d’anneau R | 
yi 2  Rsiny Î1— Ci 
__ er. 3 ? 1 =) a? 
SS— : 
LC X = R(: _ 2 sin; 
Te 1 3 y 
ee) 
He 
À X 1 — 0 
su 2R sin; 
Jp est l’axe sn principal : 3y 


1-03 3 ) 
k —— 17 cote 
a 2 | 


Suite 


Moments d'inertie: axiaux: J,, J,,; 
J,; en 


centrifuge: J.y; polaire: 
torsion libre J. 


Moments résistants: 
axiaux: x, WW: 

polaire: IW, et en 
torsion libre: W. 


Rayons d'inertie 


Je = 0,00686(D4 — dt) — 
0,0177D*4{D — d) _ 


D+d 
= 0,00686 D° [1 at 


en 


_— 2,543? 


æ 0,0246 D'(T — a‘) 
R'—7r 


JL = 


(> + sin2y — 


— ——- 


9y 
R! 
= 0 (2 + sin2y — 


Isinty Le 


Ain 
| _ FR? (l He 
9? 87 


9 ein. 
+ sin 2; — sn +) 
97 
4 
Jx, == (27 + sin2r) = 
R! 
ni ru (1 — a'X27 + sin 2;) 


R' — 


ee (27 — sin 29) = 


R4 
= Es (1 — a'X27 — sin 27) = 


= Éd (1 + at) x (27 — sin2) 
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(pour les fibres 
ricures 


WW = 0,066$S6D? x 


(1 a°X1 + x) — 
— 2,541#1 —2) 


*0 ,288(1 + z)—0,21221 
supé- 


) 
WW, & 0,0324 D? x 


(—2)(1+a)— 
e -2,54a(1 — 7) 


1 +2 +at 


(pour les fibres infé- 
rieurcs) 


z 0,05 D'(1 — x) 


: J. 
Y1 
(pour les fibres supé- 
rieures) 
» Je 
Y1 
(pour les fibres infé- 
rieures) 


3 
WW, . (1 — at) X 
8 


2» — sin 2; 
; ? / 
siny 


PRE 
2 


(1 + at) x (: + 
: sin2y 
2y 

. “4 ) 


9 


: R 


ACTE + ”[E = _ 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F éxtrémes de ln section 


F = 2arô X =rsins 
a , Sina 
180° 7 - 


o€2r 
>-y est l'axe central principal 


Disque avec méplat _ 


Y 


see 0 


y-> est l'axe central principal 
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Suite 


Rayons d'inertie 


de . - Moments résistants: J 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,5l  axiaux: W,, W,: Le x_. 
centrifuge: Jk,: polaire: J,; en] polaire: W,, et en F 

torsion libre: J4 torsion libre: W __ 
i, = | 
Jam (2x + sin 25 — W,z —— * br à 
2 2 
i 3 in?a = 
=) (7 + sin2x — 2a +sina — |, 5. oz 
a da a = . = 
x 
4sin' a : sin a __ 4sin’z 
a ) a at 
3 A 
Jy = Lu (2x — sin2a) — LL fibres supé- Re [ 2 _ _sin2s 
2 5 : Y 72 ! TR é 
# La 
= LE (23 — sin2s) We = —- 
âz 2 | 
du na 4sin?z 
a 
x ie 
sina 
——- — cos 2 
& 
(pour les fibres infé- 
rieures) 
‘ ri 
W,+ ôr* 22 — sin2a 
2 sina 
: h = 
J = Lu 2,6 SAS À 3eme 1) _ W,= d2,6: 1) ” 
16 d 8(N,3z + 0,7) 


16 À 


91 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrèmes de la section 
a) b—dcosa d 
Disque aux segments pratiqués h = d sina Xe 
en haut et en bas d 2 
F = —— (2x + sin2a) : 
y 4 Jai —sina 
d 
b) b= — : h=0,8664 d 
2 Le Ed 
: F = 0,74 dt 2 
d F1 —= 0,433 d 
c) b — « s h = 0,943d d 
F = 0,7134? Ve 
Ji = 0,471 d 
y 
Xx-Xx et jJ°y sont des axes 
centraux principaux 
Disque aux segments pratiqués rd? M = 1 = 0,433 d 
des quatre côtés F = RTS (: + 


x 


. 2) = 0,694 4? 


x-x et j-y sont des axes 
centraux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


Moments d'inertie: axiaux: J,,J,,: Heori ri = Fr 
centrifuge: Jxy3 polaire: J,; En] polaire: 1, et re " F° 
torsion libre: J, torsion libre: W, Te 
oo 
4 H 2 Per 
L.= df = sin +) W,=. d (- ur) = Je 
32 4 16sin « - F 
ë LS  — 
Î = LA D me sin 2z à W, = d : sin 23 ” re [Ty 
32 2 16 2 PRE 
" sin2a cos! =) sin 22 cos! s ix = 0,231 d 
3 “ 3 ) 1, = 0,256 d 
J, = 0,0485 d° : = 0, oo d iy = 0,252 d 
Jk = 0,0461 d‘ H”, — 0,0978 d° 
J, = 0,049 d‘ W,, = 0,098 4 


J, = J, = 0,038d° We = NW, — 0,057 d? = 1, = 0,234 d 


Coordonnées des points 


Aire de la section F extrêmes de la section 


Forme de la section 


F = 0,865 d? = __. d 


d'1 = — 
= 2,598 R? 2 
Hexsgone régulier 
x-x et j-y sont des axes 
centraux principaux 
F = 0,828 dt = d 
: Xi = Ji = — 
Octogone régulier = 4,828c 2 


x-xetp-y sont des axes 
centraux principaux 
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Suite 


Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,,; 
centrifuge: J,.,; polaire: J,; en 


torsion libre J. 


Rayons d'inertie 


| Moments résistants: 


axiaux: W,, H°,; ie V = : 

polaire: IV, et en F 

torsion libre: #4 ra 
iy = TE 


= 0,5413 R' = 0,064! 


2 
J=0,53F cl 
4 


= 0,638 R' = 0,0547 di 


J = 0,52 F Ci 
4 


i,.=i,=0,456 R= 
W, = _ R3=0,625 R?= TES 
8 


=0,228 d 
= 0,12 4? 
W,,= 0,5413 R° — 0,06 d? 
W,= 0,436 F À 
2 
| 
Wx = WW, = 0,6906R? = Ix miy=ily = 
H = 0,1095 d? = 0,257 d 


Par rapport à la diagonale 
H”,, = 0,638 R? — 
= 0,1012d? 


LA = 0,447 F4 
Le 


- 
oo 


Frome de la section 


Polygone régulier à n côtés 


Disque doté d'une rainure de; 
clavetage 


y-y est l’axe central principal 
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Coordonnées des points 


Aire de la section F extrêmes de la section 


RE ES R = = 
4 2sins 
=nntga= TT r = - 
2 2tga 
FF nd” — bt Rss se 
4 2 


Suite 


Rayons d'inertie 
in Lu ; Moments résistants: LE 
Moments d'inertie: axiaux:J,,J,; axiaux: Wx, W,: 1, = 
centrifuge: J<y; polaire: J,; en! polaire: #,, et en F 
torsion libre: Ji torsion libre: I, 


Je = Jr — (GR? — a)= 
= ET (6R: — à) = 
48 


Jx = dx = (27 + &) = 


= TT (12 + a!) 
96 


x” 
Û 
— 
Q 
7% 
sf 
& 


4 _ rY 
je "di HA 


ad? bd —1} JF 
61 4 32 2d 7 F 
4 — sh 3 _ ft)! 
J% 1 WA-0 A CE 
32 4 16 24 


Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F extrêmes de la section | 
FR TT an He 
Disque doté de deux rainures 4 2 
de clavetage d 
2 


mi 


x-x et y-> sont des axes 
centraux principaux 


F=bh+nn = : b+h b 


3=—— = —(Î+a) 
Pile de pont aux arrondis = bh (: FR «) 2 
: 4 : h 
À1 ÿ | = LU é 2 
225 | 


BEC 


x-x et J-p sont des axes 
centraux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


in ’ Moments résistants: J 
Moments d'inertie: axiaux: Jr, J,; axiaux: Vs, W,: ix = | 3 
centrifuge: J.,: polaire: J,; en. polaire: W,, et en : 
torsion libre: Je torsion libre: W, == 
ly — | #- 


4 — fi 8 + Re 
I. xd® _ bi(d—r) NW, = ad° _ bi(d—1} - Ts 
64 2 32 d F 
4 _ 3 ue 
JL > ad" bi(d —-1> W,S nd? _ bi(d t} 
32 2 16 d 


12 16 16 F 
= Murosssr | me hr re EU 
12 ét + 3) F 
+ 3x2(0,5 + 0,2122)°] + 0,165 a + 


+ 37a (0,5 + 0,212 a}!] 


= (ire) = (+5) VX 


Forme de la section Aire de la section F ne CPAS 


Ellipse F = rab | x bd 
RS + | M =4 
x-x et p-y sont des axes 
centraux principaux 
re | A? 
2 Er 
Demi-ellipse | ÉD 


>-y est l’axe central principal 


Suite 


A 
Rayons d'inertie 
Ne | | Moments résistants: / TE 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,5|  axiaux: H, W,,: 1, = | =; 
centrifuge: Jrys polaire: Jp; 0] polaire: W, et en F 
torsion libre: Ji torsion libre: WW, 


[Jr 
b= | + 


J, = _rab = Fa Pc 0,785 ab WW, = nee PA 0,785ab le = — 
à 4 4 4 2 
2 
FRE ae w, = "à 0,785 ab Rd 
: 4 4 4 2 
æ 0,785 abt Ne nb'a 
‘2 
rab , ;, 
= —— (a* + b?) ”_ 
To ( Aux extrémités du petit 
Ê axe 
= — (a + b°) M 2M 
4 Tmazx = A 
WW, nba 
nab? 
J, = ain _ 2e extrémités du grand 
= = F° = F° brmsx 
ru + 4x Jh Es a 
ñ 8 3 x? 8 3 
Jemba (5 - —) = W 6.) - + | er _8 | 
8 9% 4 8 o]|*"> E 3n 
1 _ 8 (pour les fibres inférieu- b 
= 27e (= 7) res) y = — 
nabt _ FE rs — 
y 8 4 "= 8 9x 
tu + 
3n 
(pour les fibres supé- 
rieures) 


HW”, = _ % 0,329 ab° 
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| 


| Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F | extrêmes de la section 
Quart d'ellipse Fa 7. Heu 
4 3x 
n= + a 
‘ 3n 
F = n(ab — ab,) x = b 
1 =94 


a—-a=b—-b, =56 


NS 


INK 


é ei NN 
\S 


Sr 
NS 


b 
x-x et y-y sont des axes cen- . 
traux principaux | LP 
a b 
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Suite 


Rayons d'inertie 


| , Moments resistants: (Je. 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,5l  axiaux: We, W,: I ET 
centrifuge: J;y; polaire: J,i en] polaire: W,, et en F 
torsion libre: J, torsion libre: WW, TEA 
1, = Ne 
16 97 3 mr 4 2 3x 
1 4 T4 be? [= : :| 
MAT. 4 16 9 b / g à: 
16 9x! - 3 ds à ot 
ci (pour les fibres infé- 3x 
r 4 rieures) 
Jy = ab| — — …) EE V L 
16 9x ! Ymin 
4 
Lee) (EMtesS) 
16 97° 4 16 9 
(pour les fibres droites) 
— 3% — = 
Je = (ab - ab) W TT Tb-aih x = | Je 
: F4 a 7 ee 
4 F 
K 
J, = 7 (ab? nu ab}) M W#, HE ab? — ab; : 
4 4 b Èx 
ñ ñ 
+ PUFENS Z - bb + 3a)6 
4 


Ces valeurs approximatives de J et If sont valables si 
les rapports Ü: a et d: b, ne sont pas élevés 
1.3 
nb'n (1 — s1) WW, = ab?n (1 — 2) 
mn +1 2 
| À l'extrémité du petit 
demi-axe 


J = 


M 
y, 
: À l'extrémité du grand 


Tmex 


Tmaz — 


: | re 
æ Pis + 3b)5 z À ata + 3b)6 iy = |'7 


 demi-axe r = 
| ñn 
Si l'épaisseur est petite, 
on peut adopter une 
distribution uniforme 
des contraintes dans la 
section 
€ 


T7 26 
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Coordonnées des points 


Forme de la section Aire de la section F éxirémeés de là section 
3 2 
Segment parabolique 2 
Ya —h 
5 
5 
>-y est l'axe central principal 
3 
F = 6h Xi: ŒS — 
; . 3 16 
Demi-segment parabolique : 
’ 
Xe = — 
L 6 
= —h 
3 
Yy— —h 
1 5 
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Suite 


Rayons d'inertie 


: , Moments résistants: F2 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,,; axiaux: W,, W,,; de = IE 
centrifuge: Jxy: polaire: Ji En] polaire: W, et en F 
torsion libre: J, torsion libre: I, 7 
VE 
A 
175 175 35 * ss 7 
16 8Fh (pour les fibres infé- b 
J. _—bh=m — î = —— 
*2 105 35 dns : * _2ÿ5 
2 3F/4 W, = — bh 
es 7 bh? = “305 
(pour les fibres supérieu- 
J. = ho? = FB* res) 
7 30 20 hb4 
W,, =, — 
15 
4 12Fh 2 2 73 
Jx=—0bh= -°- — We = —— bht DS MES 
* 178 175 “min 3s Re sh Ÿ 7 


(pour les fibres infé- 
rieures) 


‘ ; 5 Coordonnées des points 
Forme de la section Aire de la section F extrêmes de la Fe pr 


F=0,215 r? X1 = Ji = 0,223r 


# ’ 
Triangle circulaire X1 = 0,777 r 


Fa (1 + cote? * }rs- x, = 
2 


Section creuse sous forme de 
lentille 


ô—-h 
7 - — 


= 0 LE) = 42r6 = le+n 


PS 
à 


b — hcotg + = 
2 


xx et »-y sont des axes cen- 
traux principaux 
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Suite 


Rayons d'inertie 


VUE : Moments résistants: Re 
Moments d'inertie: axiaux: Jx, J,;l axiaux: We, Wy: ik = . Æ_. 

centrifuge: Jkyi polaire: J,; en]  bolaire: W, ct cn F 
torsion libre: J, torsion libre: W, ra 

dl, = IE 

Jx = Jy = 0,00755 rt Wa = 0,007 r3 x = 0,1877r 
min 32min 
J nu 0,003 rt 


Jes = Jy4 = OO rt 
Jy, a 0,0121 rt 


J, = r6123(2+cos2x) — 3sin2:]= 


RS. +. 
= Fr. [222 + cos2x) — 3sin2r] #1 ô+h 2 + cos2x _ 
_ W,= Jr. x 2 | 
J, = 6121 — sin2x} = x : 3 sin2z 
: 4 a 
= es (21 — sin2z3) 
4z 1 sin2s 
l se 7 = — = 
2 dz 
RES E _ sin 2= 
2 æ 
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Forme de la section Aire de la section F Co none 


Tôle ondulée (les ondulations 


b b 
sont en forme de lignes parabo- F =1256 ra X Li uses 
liques 2 

Le 4h Woo) 4h h +5 
F ô 
b 2 
| : 4h | b, b + 2,66 
per 4 
I b Ve 2,66 
>-y est l'axe central principal J 4 


Profilé de laminage en U nor- k 
malisé, reposant sur l'ailette _ 


PI À 
: 
PPS Se : ; 


Formules approximatives, #, cm 
x-x est l'axe central principal 


Tôle ondulée (les ondulations sont rb b 
ca forme d'arcs de cercle) F = 25 Ce + h) 


SSSS 5 mn NN 


NO 
N 


Carta tohrts S à ae 


ve. 


>-y est l'axe central principal 
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Suite 


Rayons d'inertie 
Moments résisatnts: J 
x 


Moments d'inertie: au Jxs Jyi axiaux: WW, WW: 1. = U “Æ-: 
centrifuge: Jyxs polaire: J,: en polaire: WW, et Zn * F 
torsion libre: J, torsion libre: [LA Fra 
- y 
y = | + 
1280 1! 3 : 37 
Je = —-:—(b;y] — Wx= - pos ont 
di bp "+ Th +6 = D + 52h) * 
æ 1,35 X 
_ b:51") = ; 
b53 — by 8 
11 #)1 
614 3 13 x ne 
= -— (by; —- br) = 6(2b + 5,2h) 
105 
16 a 
= —— {60 — y ) + 
T7 Sue. 
+ 2,680% + »191 
LCR ps EN = V2 
ù 162 5 81 é F 
ns uns | ww 2e ME 
6 h+5 ES 
à 
r7bh 2 
FRE e. ñ}) 
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Forme de la section 


Aire de la section F 


Coordonnées des points 
extrêmes de la section 


Profilé en double T, normalisé, 
reposant sur l’ailette 


Formules approximatvies, }, cm 


x-x et }p-y sont Îles axes 
centraux principaux 


é 7 


Section d'un rail de chemin de 
fer (formules approximatives) 


L à 
E 


ÿ 


J-y est l'axe central principal 


Section de forme quelconque. 
Ces formules ne peuvent être 
employées que pour faire une 
estimation approximative de la 
valeur du moment d'inertie ainsi 
que du moment résistant par 
rapport à l'axe central 


F=<0,238 1 


= — 


Y1 & 0,5h 


F — aire délimitée par le ; À et b — hauteur et 1lon- 


contour extérieur de la | gueur de la section 


section 


s ett—périmètre et épais- 
seur (pour une section 
creuse) 
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Suite 


| Rayons d'inertie 
ési : 
Moments d'inertie: axiaux: J,,J,; Donne rt PA Je : 
centrifuge: Jky: poplaire: J,; éni polaire: W, et'en F 
torsion libre: J, torsion libre: W4 


F 
h + 2} h + 2} TT 
Jr 2 RG +2) = W, = G +2) le …_ Je. 
102 s1 F 
Jx = 0,0324 _" We 0064 i. + 0,37h 
Pour une section pleine | Pour une section pleine une section pleine | _ 
F'h symétrique 
J= —— FA 
12b Wz= — 


6b 
Erreur = 15 % 
Pour une section creuse | Pour une section creuse 


re Fh [ 7 FG — ”] ; symétrique = 


6b bh LE PC] P 
36 bh 


Erreur + 25% 
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Cornières à ailes égales (Acier laminé, à coin, à ailes égales. GOST 


£ 


4 b — jargeur de l'aile: 
’ d — épaisseur de l'aile; 
Q AN R — rayon de l'arrondi intérieur; 
, V4 r — rayon de l’arrondi de l'aile; 
x 1 LP À r 


Dimensions, mm 


NO d Aire de la Masse d'un mètre 
u section, cm' de longueur du 
profilé b d R r profilé, kg 


2 20 3 3,5 1,2 1,13 0,89 
4 1,46 1,15 

2,5 | 25 3 3,5 1,2 1,43 1,12 
4 1,86 1,46 

2,8 28 3 4 1,3 1,62 1,27 
3,2 32 3 4,5 1,5 1,86 1,46 
4 2,43 1,91 

3,6 36 3 4,5 1,5 2,10 1,65 
4 2,75 2,16 

4 40 3 s 1,7 2,35 1,85 
4 3,08 2,42 

4,5 45 3 s 1,7 2,65 2,08 
4 3,48 2,73 

s 4,29 3,37 

s so 3 s,5 1,8 2,96 2,32 
4 3,89 3,05 

s 4,80 3,77 

3,5 3,86 3,03 

5,6 sé 4 6 2 4,38 3,44 
| s s,41 4,25 
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Tableau 2 
8509-72) 


J — moment d'inertie; 
i — rayon d'inertie; 
J — distance du centre de gravité 


à l'aile. 
| Valeurs de référence, par axes 

X-X | Xo° Xe | J'oJ'a | XX | Yi 

Jcmi lis emlxe cm ixscm is, cmt 5, em | J,, cmt cm 

max max min min 

0,40 0,59 0,63 | 0,75 0,17 0,39 0,81 0,60 
0,50 0,58 0,78 | 0,73 0,22 0,38 1,09 0,64 
| 0,81 0,75 1,29 | 0,95 0.34 0,49 1,57 0,73 
| 1,03 0,74 1,62 | 0,93 0,44 0,48 2,11 0,76 
| 1,16 0,85 1,84 | 1,07 0,48 0,55 2,20 0,80 
| 1,77 0,97 2,80 | 1,23 0,74 0,63 3,26 0.89 
2,26 0,96 3,58 | 1,21 0,94 0,62 4,39 0,94 
2,56 1,10 4,06 | 1,39 1,06 0,71 4,64 0,99 
3,29 1,09 | 5.21 |1,38 | 1,36 0,70 6,24 1,04 
3,55 1,23 5,63 | 1.55 1,47 0,79 6,35 1,09 
4,58 1,22 7,26 | 1,53 1,90 0,78 8,53 1,13 

| 5,13 1,39 | 8,13 | 1,75 2,12 0,89 9,04 1,21 
6,63 1,38 | 10,50 | 1,74 2,74 0,89 12,10 1,26 
8,03 1,37 | 12,70 |! 1,72 3,33 0,88 15,30 1,30 
7,11 1,55 | 11,3 1,95 2,95 1,00 12,4 1,33 
9,21 1,54 | 14,6 1,94 3,80 0,99 16,6 1,38 
11,20 1,53 | 17,8 1,92 4,63 0,98 20,9 1,42 
11,6 1,73 | 18,4 2,18 4,80 1,12 20,3 1,50 
13,1 1,73 | 20,8 2,18 5,41 1,11 23,3 1,52 
16,0 1,72 | 25,4 2,16 6,59 1,10 29,2 1,57 
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Dimensions, mm 


Masse d'un mètre 
de longueur du 


Aire de la 
section, cm? 


profilé, kg 


mm" Mme O0 as Sn Mme 
CL D PA A en 06 00 = An ASBR HOPImHDOMm NN Nm=RND nn 
7 Mat En CES © = 


mr ENCRES As eS Dan mon Scrinrer 
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Suite 


Valeurs de référence, par axes 
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Masse d'un mètre 
de longueur du 
profilé, kg 


Aire de la 
section, cm 


Dimensions, mm 
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Suite 


Valeurs de référence, par axes 


ST — 
XX ee Yo°)'0 XrX1 | Y1 


Vo 
4 m { 1 
J, cmt | fx, cm Jxg ml em | as yo _ Jp cm cm 
max | max | min min 

774 4,86 1229 6,25 319 3,19 1356 4,30 

844 4,95 1341 6,24 348 3,18 1494 4,35 

913 4,94 1450 6,23 376 3,17 1633 4,39 
1046 4,92 1662 6,20 431 3,16 1911 4,47 
1175 4,89 1866 6,17 485 3,14 219! 4,55 
1299 4,87 2061 6,13 537 3,13 2472 4,63 
1419 4,85 2248 6,10 589 3,12 2756 4,70 
1216 5,60 1933 7,06 500 3,59 2128 4,85 
1317 5,59 2093 7,04 540 3,58 2324 4,89 
1823 6,22 2896 7.84 749 3,99 3182 5,37 
1961 6,21 3116 7,83 805 3,98 3452 5,42 
2097 6.20 3333 7,81 861 3,97 3722 5,46 
236) 6,17 3755 7,78 970 3,96 4264 5,54 
2871 6,12 4560 7,72 | 1182 3,93 5355 5,70 
3466 6,06 5494 7,63 1438 3,91 6233 5,89 
4020 6,00 6351 7,55 1688 3,89 8130 6,07 
2814 6,83 4470 8,60 | 1159 4,38 4941 5,93 
3175 6,81 5045 8,58 |} 1306 4,36 5661 6,02 
4717 7,76 7492 9,78 | 1942 4,98 8286 6,75 
5247 7,73 8337 9,75 | 2158 4,96 9342 6,83 
5765 7,71 9160 9,72 | 2370 4,94 10401 6,91 
6270 7,69 9961 9,69 | 2579 4,93 11464 7,00 
7006 7,65 | 11125 9,64 | 2887 4,91 13064 7,11 
7717 7,61 12244 9,59 | 3190 4,69 14674 7,23 
8177 7,59 | 12965 9,56 | 3389 4,89 15753 7,31 
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Cornières à ailes inégales (Acier laminé, à coin, à ailes inégales. 
GOST 8510-72) 


} 


à 


y 
c 


NN _ 
di 


B — largeur de la grande aile; 


\ 
a , b — largeur de la petite aile . 
, R — rayon de l'arrondi intérieur: 
, r — rayon de l’arrondi de l'aile; 
’, 
x 


y, 
Dimensions, mm Masse 
Names | see en xx 
profilé | 8 | b d R r tion, en 
cm fu pro- FE cmi LEA cm 
| filé, kg | 
Re 25 16 3 3,5 | 1,2 1,16 | 0,91 0,70 | 0,78 
3,2 32 20 3 3,5 1,2 | 1,49 1,17 1,52 | 1,01 
F 4 1,94 1,52 1,93 | 1,00 
4,2 3 
. 40 | 25 4,0 1,3 1,89 1,48 | 3,06 | 1,27 
4 ! 2,47 1,94 3,93 | 1,26 
5 : 
> 8 | 28 s 1,7 2,14 1,68 4,41 | 1,43 
2, 4 .80 2,20 5,68 | 1,42 
s 3 
ns so | 32 5,5 1,8 2,42 1,90 6,17 | 1,60 
3,2 4 3,17 2,19 7,98 | 1,59 
56 3 3,16 2,48 10,1 | 1,79 
2. d's6 36 4 6,0 2,0 3,58 2,81 11,4 | 1,78 
3,6 s 4,41 3,46 13,8 | 1,77 
| 
63 4 4,04 3,17 16,3 | 2,01! 
dut s 4,98 3,91 19,9 | 2,00 
| 4,0 63 40 6 7,0 2,3 5,90 4,63 23,3 | 1,99 
8 | 7,68 6,03 29,6 | 1,96 


Tableau 3 


J — moment d'inertie; 

i — rayon d'inertie; 

Xo, J'o — distance du centre de gra- 
vité aux ailes. 


Valeurs de référence, par axes 


Pe Le i CN C0 i 7 
hd | nn a | Angle d'in- 
Frs J em{Distance ” ; iClinaison de 
4 sldu centre |"y1° ucentre|J,,, cm" | £,, cm l'axe, 
Jp en Linom [Je em de gravité | min ldegravi-| min min: wa 
Je cm té ve, cm j 
0,22 , 0,44 | 1,56 | 0,86 0,43 | 0,42 | 0,13 | 0,34 0,392 
0,46 0,55 3,25 1,08 0,82 0,49 0,28 0,43 0,382 
0,57 | 0,54 4,38 1,12 1,12 0,53 0,35 0,43 0,374 
0,93 0,70 6,37 1,32 1,58 0,59 0,56 0,54 0,385 
1,18 0,69 8,53 1,37 2,15 0,63 | 0,71 0,54 0,381 
| 

1,32 0,79 9,02 1,47 2,20 0,64 0,79 0,61 0,382 
1,69 0,78 12,1 | 1,51 2,98 0,68 1,02 0,60 0,379 
1,99 0,91 12,4 1,60 3,26 0,72 1,18 0,70 0,403 
2,56 0,90 16,6 1,65 4,42 0,76 1,52 0,69 0,401 
3,30 1,02 20,3 1,80 5,43 0,82 1,95 0,79 0,407 
3,70 1,02 23,2 1,82 6.25 0,84 2,19 0,78 0,406 
4,48 1,01 29,2 1,86 7,91 0,88 | 2,66 0,78 0,404 
<,16 1,13 33,0 | 2,03 8,51 0,91 3,07 0,87 0,397 
6,26 1,12 41,4 | 2,08 10,80 0,95 3,73 0,86 0,396 
7.28 1,11 49,9 | 2,12 13,10 0,99 4,36 0,86 0,393 
9,15 1,09 65,9 2,20 17,90 1,07 5,58 0,85 0,386 
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Suite 


Valeurs de référence, par axes 


F-Y | XX) | d'a d'1 | u-u | 
: Distance Distance | 
s | du centrelJ, , cmtiducentre J,, cm!'| 4, cm à 
Jp cmt | i,,cm Fra SM [de gravité] "Min de gravi- min min | l'axe, tg a 
Je, cm té xe, cm i 


73,7 2,29 459 4,01 119 1,8 43,4 1,76 0,407 
83,0 2,28 518 4,05 137 1,84 48,8 1,75 0,406 
100,0 2,26 649 4,14 173 1,92 59,3 1,74 0,404 
117,0 2,24 781 4,2 210 2 69,5 1,72 0,400 
120 2,58 727 4,49 194 2,03 70,3 1,98 0,411 
146 2,56 911 4,58 245 2,12 85,5 1,96 0,409 
186 2,85 1221 5,19 300 2,23 110 2,20 0,391 
204 2,84 1359 5,23 335 2,28 121 2,19 0,390 
239 2,82 1634 5,32 405 2,36 142 2,18 0,388 
272 2,80 1910 5,40 477 2,43 162 2,16 0,385 
276 3,12 1933 5,88 444 2,44 165 2,42 0,375 
324 3,10 2324 5,97 537 2,52 194 2,40 0,374 


{21 


Numéro 
du 
profile | B 
2 200 
12,5 
_25_ 250 
16 


[ 


b 


Dimensions, mm 
Masse 
Aïe de Soul es 

a sec- ; 

d R r tion, | es 
cmt {qu pro- | x cmt} ik, em 

| filé, ke 
11 34,9 27,4 1449 6,45 
12 14 4,7 37,9 ,7 1568 6,43 
14 43,9 34,4 1801 6,41 
16 49,8 39,1 2026 6,38 
12 48,3 37,9 3147 8,07 
16 18 6 63,6 49,9 4091 8,02 
18 71,1 55,8 4545 7.99 
20 \ 78.5 61,7 4987 7,97 


Suite 


| 
Valeurs de référence, par axes 


J-Y | DS RS | | : Ja) : u-u 


Angle d'in- 
! | Distance : Distance | clinaison 
| ,! du centre Jy, M'Idu centre | J,, cmt i,, cm de l'axe, 
J,cmt|i,em J,, Cm de gravité! min [de gravité| min min tg2 


446 !|3,58 | 2920 6,50 718 2,79 264 2,75 0,392 
482 |3,57 | 3189 6,54 786 2.83 285 2,74 0,392 
s51 3,54 | 3726 6,62 922 2,91 327 2,73 0,390 
617 | 3,52 | 4264 6,71 1061 2,99 367 2,72 0,388 
1032 1 4.62 | 6212 7,97 1634 3,53 604 3,54 0,410 
1333 | 4,58 | 8308 8,14 2200 3,69 781 3,50 0,408 
1475 | 4,56 | 9358 8.23 2487 3,77 866 3,49 0,407 
1613 [4,53 110410 8,31 2716 : 3,85 949 3,48 0,405 
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Profilés en U (avec une inclinaison des arêtes intérieures des ailes. 
GOST 8240-72) 


h — hauteur: 

b — largeur de l'aile: 

s — épaisseur de l'âme: 

t — épaisseur de l'aile: 

À — rayon de l'arrondi intérieur: 
Pentefgg r — rayon de l'arrondi de l'aile; 


SSSR 


N 


Dimensions, mm 


Numéro dre ag 
profilé gi ut k b s t R r 
s 4,84 50 32 4,4 7,0 6 2,5 
6,5 5,90 65 36 4,4 7,2 6 2,5 
8 7,05 80 40 4,5 7,4 6,5 2,5 
10 8,59 100 46 4,5 7,6 7 3 
12 10,4 120 52 4,8 7,8 7,5 3 
14 12,3 140 s8 4,9 8,1 8 3 
142 13,3 | 140 62 4,9 8,7 8 3 
16 | 14,2 160 61 5,0 8,4 8,5 3,5 
16a 15,3 160 68 | 5,0 9,0 8.5 3,5 
18 16,3 180 70 5,1 8,7 9 3,5 
18a 17,4 180 74 5,1 9,3 9 3,5 
20 18,4 200 76 5,2 9,0 | 9,5 4 
20a 19,8 200 80 5,2 9,7 9,5 4 
22 21.0 220 82 5,4 9,5 | 10 4 
22a 22,6 220 |! 87 | 5,4 l10,2 | 10 4 


Tableau 4 


J — moment d'inertie; 

JF} — module de résistance; 

i — rayon d'inertie; 

S — moment statique de demi-section; 

x) — distance de l'axe J- à l'arête 
extérieure de l’âme. 


Valeurs de référence, par axes 


Aire de 5 ne Coordonnée 
la EE  : SE du centre de 
section, gravité xs, 
om Jr Ws 9 1x S Jys Wy le cm 
cmt cm° cm cm? cm! cm cm 


6,16 22,8 | 9,10 1,92 5,59 5,61! 2,75 0,954 1,16 
7,51 48,6] 15,0 2,54 9,00 8,70] 3,68 1,08 1,24 
8,98 89,4! 22,4 3,16 13,3 12,8 | 4,75 1,19 1,31 
10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 | 6,46 1,37 1,44 
13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54 
15,6 491 70,2 5,60 | 40,8 45,4 11,0 1,70 1,67 
17,0 545 77,8 5,66 | 45,1 57,5 13,3 1,84 1,87 
18,1 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,80 
19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2,00 
20,7 1090 121 7,24 69,8 86,0 17,0 2,04 1,94 
22,2 1190 132 7,32 76,1 105 20,0 2,18 2.13 
23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,20 2,07 
25,2 1670 167 8.15 95,9 139 24,2 2,35 2,28 
26,7 2110 192 8,89 | 110 151 25,1 2.37 2.21 
28,8 2330 212 8,99 | 121 187 30,0 2,55 2,46 | 


Dimensions, mm 


Numéro de 
du profilé ie a h b à 6 R |! : 
| 

24 24,0 240 90 5,6 10,0 10,5 4 | 
24a 25,8 240 95 5,6 10,7 10,5 4 
27 27,7 270 95 6,0 10,5 11 4,5 
30 31,8 300 100 6,5 11,0 12 5 
33 36,5 330 105 7,0 11,7 13 s 
36 41,9 360 110 7,5 12,6 14 6 
40 48,3 400 115 8,0 13,5 15 6 
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Suite 


Valeurs de référence, par axes 


ce oi PE vs Free 
sation, de gravité 
lets) al | ol | 
30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,60 2,42 
22,9 | 3180 | 265 9,54 | 151 254 37,2 | 2,78 2,67 
35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 | 2,73 2,47 
40,5 5810 387 12,0 224 327 43,6 2,84 2,52 
46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 
53,4 10820 601 14,2 350 St 61,7 | 3,10 2.68 
61.5 15220 761 15,7 444 | 642 73,4 3,23 2.75 
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Profilés en U à faces parallèles des ailes (GOST 8240-72) 


h — hauteur; 
b — largeur de l'aile; 
s — épaisseur de l'âme; 


1 — épaisseur de l'aile; 
R — rayon de l’arrondi intérieur; 
r — rayon de l’arrondi de l'aile; 


Dimensions, mm 
Numéro | Aire de la 


du profilé section, cm? 
h b s ‘ R r 
s 50 32 4,4 7,0 6,0 3,5 6,16 
6,5 65 36 4,4 7,2 6,0 3,5 7,51 
8 80 40 4,5 1,4 6,5 3,5 8,98 
10 | 100 | 46 4,5 7,6 7,0 | 4,0 10,9 
12 120 | 52 4,8 7,8 7,5 4,5 13,3 
14 140 58 4,9 8,1 8,0 4,5 15,6 
14a | 140 62 4,9 8,7 8,0 4,5 | 17,0 
16 160 64 5,0 8,4 8,5 5,0 18,1 | 
16a 160 68 5,0 9,0 8,5 5,0 19,5 
18 180 70 s,1 8,7 9,0 5,0 20,7 | 
128 


Tableau 5 


J — moment d'inertie ; 

} — module de résistance; 

i — rayon d'inertie; 

S — moment statique d'une demi-section; 

xo — distance de l'axe y - y à la face extérieure de l'aile. 


Données de référence pour axes 


Masse dE y-y Coordonnée 
du mêtre, | ——— | — —_—— ————————— du centre 
kg de gravité 
Jr WW LES Sx Jye W”,, lp Xe Cm 
cm‘ cm? cm cm? cm! cm? cm 
4,81 22,5 9,14 1,92 5,61 5,95 2,99 0,983 1,21 
5,9 48,8 15,0 2,55 9,02 9,35 4,06 1,12 1,29 
7,05 52,8 22,5 3,16 13,3 13,9 5,31 1,24 | 1,38 
8,59 175 31,9 3,99 29,5 22,6 7,37 1,53 1,53 
10,4 395 52,3 4,79 29,7 34,9 9,84 1,66 1,66 
12,3 493 79,4 s,61 49,9 51,5 12,9 1,81 1,82 
13,3 | 547 78,2 5,69 45,2 65,2 15,7 1,96 2,04 
14,2 759 93,8 6,41 51,3 72,8 16,4 2,00 1,97 
15,3 827 103 6,51 59,5 92,5 19,6 2,15 2,19 
15.3 1099 121 7,26 70,0 100 20,6 2,2 2,14 


9—10 129 


130 


105 
110 
115 


Dimensions, mm 


Aire de la 
section, cm? 


Suite 


Données de référence pour axes 


Masse X-x Y-y Coordonée 
d'un MÈLEE, | —— 
kg Ts: xs [ES 
cm‘ cmt cm 
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Poutres en double T (GOST 8239-72) 


h — hauteur de la poutre; 

b — largeur de l'aile: 

s — épaisseur de l'âme; 

t — épaisseur moyenne de l'aile; 
R — rayon de l'arrondi intérieur; 


N 


Dimensions, mm 


Numéro Masse d'un DS LS 
de la m de longueur, 
poutre kg h b LL: R r 
| 
10 9,46 100 55 | 4,5 | 72 7,0 2,5 
12 11,5 120 61 4,8 7,3 | 7,5 3,0 
14 13,7 140 73 | 49 | 7,5 |! 8,0 3,0 
16 15,9 160 81 | so | 7,8 8,5 3,5 
18 18,4 180 90 | 5.1 | 8,1 9,0 3,5 
18a 19,9 180 | 100 | 5,1 | 8,3 9,0 3,5 
20 21,0 200 | 100 | 5,2 | 8,4 9,5 4,0 
20a 22,1 200 | 110 | 5,2 | 8,6 9,5 4,0 
22 24,0 220 | 110 | 5,4 | 8.7 | 10,0 4,0 
22a 25,8 220 120 | 5,4 | 8,9 |10,0 4,0 
24 | 27,3 230 | 115 ; 5,6 | 9,5 | 10,5 4,0 
24a 29,4 240 125 | 5,6 | 9,8 |10,5 4,0 
27 31,5 270 125 | 6,0 | 9,8 | 11,0 4,5 


Tableau 6 


r — rayon de l’arrondi de l'aile; 
J — moment d'inertie; 
J} — module résistant; 
S — moment statique de demi-section; 


i — rayon d'inertie. 
TE  —_— — 
Valeurs de référence, par axes 
Aire de la XX | Jr 
section, 
cm! J He in Sr J H”,. i 
cmt | cn cm cmi ch cm° ch 


Dimensions, mm 


Numéro de Masse d'un 


la poutre m de in h bd s ! R r 
27a 33,9 270 135 6,0 10,2 11,0 4,5 
30 36,5 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 
30a 39,2 300 145 6,5 10,7 12,0 5,0 
33 42.2 330 140 7,0 11,2 13,0 | 5,0 
36 48,6 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 
40 57,0 400 155 8,3 13,0 15,0 | 6,0 
45 66,5 450 160 9,0 14,2 16,0 | 7,0 
50 73,5 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 
55 92,5 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 
60 108,0 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 
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Suite 


Valeurs de référence, par axes 


Aire de la — 7 
“mt Je | Was À es | Se | 4 Wy | Up 
cm cm3 cm cm cm cm cm 
43,2 5500 | 407,0 11,30] 229,0 337,0] 50,0 2,80 
46,5 7080 | 472,0 12,30! 268,0 337,0! 49,9 2,69 
49,9 7780 | 518,0 12,50! 292,0 436,0! 60,1 2,95 
53,8 9840 | 597,0 13,50! 339,0 419,0] 59,9 2,79 
61,9 13380 | 743,0 14,70! 423,0 516,0! 71,1 2.89 
72,6 19062 | 953,0 16,2 | 545 667 86,1 3,03 
84,7 27696 | 1231,0 18,1 | 708 808 101 3,09 
100,0 39727 | 1589,0 19,9 | 919 1043 123 3,23 
118,0 55962 | 2035,0 21,8 |1181 1356 151 3,39 


138,0 76806 | 2560,0 23,6 |1491 1725 | 182 3,54 
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CHAPITRE 3 


Forces intérieures et extérieures. 
Méthode des sections. 
Diagrammes des forces intérieures. 
Contraintes dans la section 


8 13. Classification des forces cxtéricures 


On appelle forces extérieures ou charges les forces d'interaction entre un 
élément considéré de la structure et les corps qui sont en contact avec lui. 
Si les forces extérieures sont le résultat d’une interaction de contact direct 
entre un corps donné et d’autres corps, elles sont, dans ce cas, appliquées 
uniquement aux points appartenant à la surface de ce corps dans le lieu 
de contact et portent le nom de forces de surface. Les forces de surface 
peuvent être distribuées de façon continue sur toute la surface du corps 
tout comme sur sa partie. La valeur de la charge revenant à l’unité de 
l'aire porte le nom d'intensité de la charge, se désigne ordinairement par 
la lettre p et s'exprime en kgficm”, kgf/m? ou tf/m°. D'après la norme 
GOST 9867-61, c'est le newton (N) qui est l'unité de la force dans le 
Système International des unités des grandeurs physiques (SI). Le newton 
est la force qui communique à un corps en repos d’une masse d’un kg 
une accélération égale à 1 m/s°. Le newton se mésure en kg: m/s°. 


1kgf=9,81N; IN = 0,102 kgf. 


L'unité de pression est le newton par mètre carré (N/m°). Dans les calculs 
d'ingénieur, on peut poser 1 kgf/cm° = 107% N/m° = 10 N/cm°. 


AAA ÿ 


a ô Z 
FIG. 26 


… Une charge répartie sur la surface (fig. 26, a) qu'on ramène au plan 
principal (fig. 26, b), c'est-à-dire une charge répartie sur une ligne, porte 


136 


le nom de charge par unité de longueur, se désigne ordinairement par la 
lettre g et se mésure en kgf/cm, kgf/m ou tf/m. D'ordinaire, le mode 
de variation de g suivant la longueur s'exprime sous forme de diagramme 
(graphique) de gq. 

Dans le cas d’une charge uniformément répartie (fig. 26, a), le dia- 
gramme de g est rectangulaire (fig. 26, b). S'il s'agit d’une pression hydro- 
statique, le diagramme de g est triangulaire (fig. 26, c). 

La résultante d'une charge répartie est numériquement égale à l'aire 
de son diagramme et est appliquée au centre de gravité de ce dernier. Si la 
charge est répartie sur une partie peu importante de la surface du corps, 
on la remplace toujours par sa résultante appelée force concentrée P 
(kgf ou tf). 

On rencontre des charges qui peuvent être représentées sous forme 
de moment concentré (couple). Les moments Af (kgf-cm ou tf: m) se 
désignent ordinairement par l’une des façons montrées sur la fig. 27, a, b 
ou sous forme de vecteur perpendiculaire au plan d’action du couple. 
A la différence de vecteur d’une force, le vecteur d’un moment se représente 
sous forme de deux flèches ou d’une ligne ondulée (fig 27, c, d). Il est 
convenu de considérer le vecteur d’un moment comme une hélice de pas 
à droite. 

Les forces qui ne sont pas le résultat d’un contact entre deux corps 
mais sont appliquées en chaque point du volume occupé par le corps 
(poids propre, forces d'inertie) s'appellent forces volumiques où massiques. 

En fonction du mode d'application des forces dans le temps, on 
distingue les charges satiques et dynamiques. Une charge est dite sfatique 
si, d’une façon relativement lente et continue (ne serait-ce qu’au cours 
de quelques secondes), clle croît de zéro à sa valeur finale pour rester 
ensuite inchangée. Avec cela, on est en droit de négliger les accélérations 
des masses en déformation et, par conséquent, les forces d’inertie. 


Les charges dynamiques s’accompagnent d’accélérations sensibles 
aussi bien du corps en déformation que des corps en interaction avec lui. 
Dans ces conditions, on n’est plus autorisé à négliger les forces d'inertie. 
Les charges dynamiques sont les charges instantanées, de choc et inter- 
mittentes. 


44 4 4 


FIG. 27 


Une force instantanée croît de zéro à son maximum en quelques 
fractions de seconde. De telles charges apparaissent lors de l’inflammation 
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du mélange air-essence dans les cylindres d’un moteur à combustion interne, 
lors du démarrage d'un train. 

Une charge de choc se caractérise par le fait qu’au moment de son 
application le corps qui la communique possède une énergie cinétique 
déterminée. Pareille charge se réalise, par exemple, lors du battage des 
pieux au moyen d’une sonnette, dans les parties d’un marteau de forge. 


Une charge intermittente se caractérise par sa périodicité continue. 
Les tiges, les essieux, les arbres des wagons, les parties vibrantes des struc- 
tures, etc., sont soumis à de telles charges. 


8 14, Forces intérieures. 
Méthode des sections. 
Diagrammes des forces intérieures 


Entre des particules avoisinantes de n'importe quel corps (cristaux, molé- 
cules, atomes) existent toujours des forces d'interaction ou forces inté- 
rieures qui tendent à maintenir le corps comme un tout entier en s’opposant 
à tout ce qui est susceptible de modifier la disposition intérieure des parti- 
cules, c’est-à-dire de déformer le corps. 

Les forces extérieures tendent, par contre, à provoquer une défor- 
mation du corps. 

La valeur des forces intérieures agissant entre deux particules quelcon- 
ques dans un corps sollicité ou non sera différente. 

En résistance des matériaux, les forces intérieures agissant dans un 
corps non sollicité ne sont pas prises en considération, seules les forces 
intérieures supplémentaires qui apparaissent lors de l’application d’une 
charge entrent en ligne de compte. Ces forces intérieures supplémentaires 
d'interaction qui apparaissent lors de l'application d'une charge s'appellent 
souvent efforts. 

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un corps 
soumis à une sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la 
méthode des sections. 

Cette méthode consiste en ceci que, à l’aide d’un certain plan, on 
coupe mentalement le corps sollicité (fig. 28, a) en deux parties À et B. 
Pour que chacune de ces parties se trouve en équilibre sous l’action des 
charges extérieures qui lui sont appliquées, il faut remplacer l’action exercée 
par la partie enlevée par découpage par un système de forces intérieures 
agissant dans la section. Ces forces seront justement les forces d'interaction 
entre les parties du corps À et B. Les forces intérieures qui agissent 
dans la section du côté de la partie À seront, en accord avec la troisième 
loi de Newton, égales en valeur et de direction opposée aux forces inté- 
rieures agissant dans la section du côté de la partie B (fig. 28, b). 
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Tout comme n'importe quel système de forces, les forces intérieures 
réparties sur toute la section peuvent être rapportées à un point (par 
exemple, au centre de gravité de la section) et, de ce fait, sur chaque côté 


FIG. 28 


de la section, l'on obtient le vecteur et le moment résultants des forces 
intérieures dans la section (fig. 28, c). Dans le cas d’une barre, on coupe 
d'ordinaire cette dernière au moyen d’un plan perpendiculaire à l’axe 
(fig. 29, a). Si l'on projette le vecteur et le moment résultants sur l'axe 
de la barre z ainsi que sur les axes centraux principaux y et x, on aura 
sur chaque côté de la section six facteurs de forces intérieurs (fig. 29, b): 


FIG. 29 


trois forces (N, Q,, O.) et trois moments (M,, Af,, Af,). Ces grandeurs 
s'appellent efforts et moments agissant dans la section d’une barre. 

Comme on le voit du dessin, VN provoque une déformation longitu- 
dinale de la barre (traction ou compression); Q, et Q., le cisaillement 
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des bords de la section respectivement dans la direction des axes y ct x; 
A1, provoque la torsion de la barre; Af,et Af, la flexion de la barre dans 
les plans principaux xz et y=. Aussi est-il convenu d’adopter les dénomi- 
nations suivantes pour les efforts et moments agissant dans une section: 

N — force longitudinale ou axiale (dirigée le long de l'axe): 

Q, et ©, — forces transversales (plus rarement efforts tranchants); 

M. = M, — couple de torsion; 

M,.et M, — moments fléchissants. 

L'on peut proposer les définitions suivantes à ces composantes d'’ef- 
forts internes qu'on vient d'énumérer: la force longitudinale N repré- 
sente la somme des projections de toutes les forces intérieures agissant dans la 
section sur la normale à cette dernière (ou sur l'axe de la barre); les forces 
transversales Q, et Q, sont les sommes des projections de toutes les forces 
intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette dernière, 
respectivement y et x; le couple de torsion M. (ou M,) est la somme des 
moments de toutes les forces intérieures dans la section par rapport à l'axe 
de la barre;les moments fléchissants M, et M, sont les sommes des mo- 
ments de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport aux axes 
d'inertie centraux principaux de cette dernière x et y respectivement. 


En pratique, quand il s’agit de calculer les efforts ct moments dans 
la section, il faut tenir compte de ce que: la valeur numérique de N est 
égale à la somme algébrique des projections de toutes les forces extérieures 
agissant sur une des parties (gauche ou droite) de la barre sectionnée 
sur l'axe de cette dernière (sur la normale à la section); idem pour ©, et 
Q, mais, cette fois-ci, sur les axes y et x respectivement; A, est numé- 
riquement égal à la somme algébrique des moments de toutes les forces 
extérieures agissant sur une des parties (gauche ou droite) de la barre 
sectionnée, par rapport à l'axe de cette dernière; idem pour Af,et Af, 
mais par rapport aux axes y et x respectivement. 

Ainsi, la méthode des sections permet de trouver tous les efforts et 
moments dans n'importe quelle section de la barre sous l’action de n'’im- 
porte quelle sollicitation. 

Pour cela, il faut cffectuer les opérations suivantes: 

1. Trouver les axes centraux principaux de la section transversale 
de la barre. 

2. Tracer mentalement une section transversale de la barre là où 
il faut trouver les efforts et les moments. 

3. Calculer les efforts N, Q,, Q, et les moments M,, Af£,, M, comme 
les sommes algébriques des projections et des moments des forces exté- 
rieures agissant sur une des parties (soit la partie gauche soit la partie 
droite par rapport à la section) de la barre sectionnée, d’ordinaire sur 
celle où les projections et moments se calculent plus facilement. 
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En général, les efforts et moments agissant dans différentes sections 
d’une même barre ne sont pas identiques. Les graphiques (courbes) qui 
montrent comunent changent les efforts et moments d'une section à une 
autre portent le nom de diagrammes des efforts et des moments. 


Quand on construit les diagrammes, il est recommandé d'observer 
les règles suivantes: 


1. L'axe (base) sur lequel on construit le diagramme est choisi toujours 
de telle façon qu'il soit parallèle à l’axe de la barre (ou coïncide avec lui). 


2. Les ordonnées des diagrammes qui expriment, dans l'échelle 
choisie, la valeur de l'effort ou du moment sont portées à partir de la base 
du diagramme perpendiculairement à ce dernier. 


3. Il est convenu d’hachurer les diagrammes au moyen de lignes 
perpendiculaires à la base. Les valeurs positives des efforts ou des mo- 
ments se portent en haut de la base, celles négatives, en bas. 


4. Les chiffres qu'on porte sur les diagrammes montrent les valeurs 
des ordonnées caractéristiques. Les petits cercles renfermant le signe de 
l'effort figurent eux aussi sur le diagramme. 


Quand on construit les diagrammes des forces longitudinales et des 
couples de torsion, il est recommandé, pour ce quiest de leurs signes, 
de s’en tenir aux règles suivantes: 


1. La force longitudinale N est considérée comme positive si elle provo- 
que la traction, et comme négative, si clle provoque la compression. 


2. Pour un observateur qui regarde du bout le long de l'axe de la partie 
en question, le couple de torsion M, est considéré comme positif s’il agit 
dans le sens des aiguilles d’une montre (fig. 30). 


Les fig. 31, 32, 33 montrent des 
exemples de construction des dia- 
grammes des forces longitudinales 
Gl= arctg 7F, & = 'arctg y; 
- — poids volumique). La fig. 34, b 
montre le diagramme des couples 
de torsion d’un arbre de transmis- 
sion dont le schéma est représenté 
sur la fig. 34, a. Sur la fig. 34,cona 
montré la direction du couple maxi- 
mal positif dans la section de l’ar- 
bre en question. 


Avant de passer à la construction des diagrammes des forces trans- 
versales et des moments fléchissants des poutres en flexion, chapitre de 
la résistance des matériaux ayant une importance capitale pour comprendre 
le comportement des éléments de structures sollicitées, rappelons quelques 
notions initiales principales relatives aux poutres. 
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$ 15. Les poutres et leurs appuis 


On appelle poutres les barres rectilignes soumises à la flexion. On appelle 
flexion plane d’une poutre ce type de flexion pour lequel toutes les forces 
données se trouvent dans un même plan (le plan des forces) (fig. 35, a), 
ce plan étant confondu avec l’un des plans principaux de la poutre. 


Pour les calculs, on remplace conventionnellement la poutre par son 
axe (fig. 35, b); toutes les charges doivent alors être ramenées à cet axe 
tandis que le plan des forces coincidera avec le plan du dessin. 


Tous les organes d'appui pour poutres qu’on rencontre peuvent 
être schématisés sous forme de trois types principaux d'appuis suivants: 
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FIG. 35 


Appui articulé mobile (fig. 36,a) dans lequel ne peut apparaître 
qu’une seule composante de réaction R,, dirigée le long de la tige d'appui. 


Appui articulé immobile (fig. 36,b) qui admet deux composantes 
de réaction: la réaction verticale R, et la réaction horizontale H,. 


BA ct “ft 


FIG. 36 


Encastrement (ou encore encastrement complet où enchässement) où 
sont possibles trois composantes de réaction: les réactions verticale (R1) 
et horizontale (H,) ainsi que le moment d'appui M, (fig. 36, c). 

On suppose que tous les réactions et moments sont appliqués au 
point 4, considéré comme le centre de gravité de la section d'appui. 


La poutre représentée sur la fig. 37, a est dite poutre simple où poutre 
à une travée où encore poutre à deux appuis tandis que la distance / entre 
les appuis est dite fravée. 

On appelle cantilever une poutre encastrée à une extrémité et n'ayant 
pas d’autres appuis (fig. 35,b) ou une partie de la poutre qui ressort 
au-delà des appuis (la partie BC sur la fig. 37, b et les parties AC et BD 
sur la fig. 37,c). Les poutres dotées de parties faisant saillie portent le 
nom de poutres en console. 

Une poutre est dite isostatique si le nombre de réactions d'appui 
inconnues ne dépasse pas trois; dans le cas contraire, la poutre sera dite 
hyperstatique. Les poutres représentées sur les fig. 35 et 37 sont isosta- 
tiques tandis que celle de la fig. 38, a, appelée poutre continue, est hyper- 
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statique puisqu'elle comporte cinq réactions d'appuis inconnues: trois 
à l’appui 4 et deux aux appuis Bet C à raison d’une à chacun. En pratiquant 


: sf be c TA 8 D 


a b : 


FIG. 37 


des articulations, par exemple en deux sections quelconques de la première 
travée de la poutre (les poids D et E sur la fig. 38, b), nous obtenons 


4 8 C Ë B C 
a b 


F1G. 38 


une poutre articulée isostatique car chacune de ces articulations inter- 
médiaires fait qu’aux trois équations fondamentales de la statique s'ajoute 
une équation supplémentaire: en effet, par rapport au centre de l’articu- 
lation, la somme des moments créés par toutes les forces situées d’un côté 
de cette dernière est égale à zéro. 


16. Déter mination des réactions 


Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaître 
toutes les forces extérieures y compris les réactions qui doivent être préala- 
blement déterminées. 

Pour déterminer les réactions, il est recommandé de s'en tenir à l’ordre 
suivant que nous illustrerons sur l'exemple d’une poutre simple (fig. 37, a): 

1. Désignons les appuis par les lettres À et B et déterminons les 
trois inconnues R,, Rpet H\1 à partir des équations d’équilibre suivantes: 

la somme des projections de toutes les forces sur l’axe de la poutre 
est égale à zéro 

Z2Z=0, 

d'où nous trouvons F,; 

la somme des moments créés par toutes les forces par rapport à 
l'articulation d'appui À est égale à zéro 


ZM, = 0, 
d'où nous trouvons Rp; 
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la somme des moments créés par toutes les forces par rapport à 
l'articulation d'appui B est égale à zéro 


ZMB=0, 
d'où nous trouvons R4. 


2. En guise de contrôle, on peut se servir de la condition d'égalité 
à zéro de la somme des projections de toutes les forces sur l’axe } 


ZY=0 


ou bien de la condition d'égalité à zéro de la somme des moments par 
rapport à n'importe quel point C différent de À et de B, c'est-à-dire 


> Me D 0. 


3. Si au terme des calculs l’une ou l’autre réaction s'avère négative, 
il convient de changer sa direction sur le dessin contre une direction opposée 
à celle qui avait été adoptée au début des calculs. 


4. Si les charges agissant sur la poutre sont perpendiculaires à l'axe 
de cette dernière H,= 0 et on ne se sert plus de l'équation Z2Z = 0. 


& 17. Efforts et moments dans 
les sections d’une poutre. 
Tracé des diagrammes des © ct des Af 


En flexion plane, toute la charge est située dans le plan principal zy de 
la barre (fig. 35, a), aussi, ne peut-elle donner de projections sur l’axe x 
ni de moments par rapport aux axes z et y. Par conséquent, dans n’im- 
porte quelle section de la poutre 


O=M=M,=M,=0 


seront nulles également les trois grandeurs: N, Q, et M, qu'il est convenu 
de désigner par N, Q et A. 


Ces efforts agissent dans les sections des portiques et des barres 
curvilignes. Mais dans les poutres, pour une charge perpendiculaire à 
l'axe, la force longitudinale N sera égale à zéro. Aussi a-t-on affaire, 
pour les poutres, à l'effort tranchant Q ainsi qu’au moment fléchissant Af. 

Quand on a à tracer les diagrammes des efforts tranchants Q et 


des moments fléchissants M, on observe les règles suivantes pour les 
signes : 
L'effort tranchant © dans une section sera positif si ses vecteurs 


tendent à mettre en rotation, dans le sens des aiguilles d'une montre, les 
parties de la poutre sectionnée (fig. 39, a). 
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Le moment fléchissant M dans une section est positif s'il 
provoque une compression des fibres supérieures de la poutre (fig. 39, a). 

… Les efforts tranchants et les moments que montre la fig. 39, b ont, 

évidemment, des signes négatifs. Les diagrammes des efforts tranchants 


LL Fes, e 
Zone de traction 


Zone de traction 
en 


FIG. 39 


et des moments fléchissants pour des poutres sollicitées selon différents 
schémas types, sont représentés sur les fig. 40-44. 


AET | 


- s1ê—— 


FIG. 40 


La ligne en pointillé montre la position des poutres en leur état 
déformé. 

Pour une poutre cantilever sollicitée à son extrémité libre par une charge 
concentrée P (fig. 40), l'effort tranchant et le moment fléchissant agissant 
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dans une section quelconque, ayant pour abscisse z, ont été déterminés, 
respectivement, au moyen des formules suivantes 


Q()=P;, MG)= —P-KB= — P(Il — 2). 


Pour une poutre à deux appuis sollicitée par une charge d'intensité q 
uniformément répartie sur la longueur (fig. 41), les réactions de butée 


ql 
sont R4 = RB= _ l'effort tranchant et le moment fléchissant ont été 


déterminés au moyen des formules 
I 
Q(:) = R4— q° AK = 1E = | 


z __gË 2 . A: 
M2) = R14z — qgz: 3 — = Ta) 


FIG. 43 


Pour une poutre à deux appuis sollicitée par une force concentrée P 


Pb 
appliquée dans la travée (fig. 42), les réactions de butée sont R4 = — , 


Pa ; . 
Rg = T: l'effort tranchant et le moment fléchissant ont été déterminés, 


sur l'intervalle AC (0 < z < a), au moyen des formules 

Pb Pb 

CON MG) = Ra AK = —7 2 

et sur l'intervalle CB (a < z < 1), d'après les de 
Pa 


Q(2) = — RB = — NÉ , M()=R3" K:B = — % — 2). 
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M, Pour une poutre à deux appuis 
sollicitée par un moment concentré M, 
appliqué dans la travée (fig. 43), les 
réactions de butée sont R,= Rg = 


ÉD 1.) 
Ne — l'effort tranchant et le moment 


l 
AE nn enr 
“= “= , 


FIG. 44 les formules 


M M 
O(z) = — R, = En M) = — Ra: AK, = — T2 


Li 


et sur l'intervalle CB (a < z < [) d'après les formules 
M M 
Q)=—Rp=——; M(z) = Rp K:B= TU — 2). 
/ 


Pour le cas particulier quand le moment est appliqué dans la section 
d'appui, Q(z:) et M{(z) se déterminent au moyen des formules d'un des 
intervalles considérés. Par exemple, si le moment est appliqué dans la 
section À (fig. 44), Q(z) ct M{(z) se déterminent d’après les formules du 
second intervalle pour a = 0. 


$ 18. Dépendances différentielles 
pour barres en flexion. 
Certaines particularités 

des diagrammes des Q et Af 


Considérons une poutre sollicitée par une charge arbitraire (fig. 45, a). 
Entre l’intensité g de la charge répartie, l’effort tranchant Q et le moment 
fléchissant Af qui agissent dans une certaine section, existent les dépendances 
différentielles suivantes que l’on peut aisément déduire des conditions 
d'équilibre d'un élément de longueur 4z prélevé de la poutre (fig. 45, b): 


En q; (3.1) 
dM 

He Q; (3.2) 
d'M L 3) 
da 
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Pour les cas où dans l'intervalle considéré agit un moment unifor- 
mément réparti d'intensité #1 kgf: cm/cm (fig. 45, c), la formule (3.2) 
prend la forme suivante 


= Q + m. (3.4) 


FIG. 45 


Les relations (3.1)-(3.4) sont dites dépendances différentielles en 
flexion. Elles permettent d'établir certaines particularités des diagrammes 
des efforts tranchants et des moments fléchissants. 

1. Sur les intervalles où il n'y a pas de charge répartie, le diagramme 
des Q est délimité par des droites parallèles à la base tandis que le dia- 
gramme des M l'est, dans le cas le plus général, par des droites obliques 
(fig. 46). 

2. Sur les intervalles où la poutre supporte une charge répartie, 
le diagramme des © est délimité par des droites obliques tandis que celui 
des Af l’est par des paraboles carrées (fig. 47). Quand on trace le diagram- 
me des Af du côté des fibres comprimées, l’incurvation de la parabole 


FIG. 46 FIG. 47 


est dirigée dans le sens opposé à celui dans lequel agit la charge q 
(fig. 48, a, b). 
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3. Dans les sections où © = 0, la tangente au diagramme des Af 
est parallèle à l'axe du diagramme (fig. 47, 48). 

4. Sur les intervalles où Q > 0, M croit, c'est-à-dire les ordonnées 
positives du diagramme des M augmentent de gauche à droite tandis 


FIG. 48 


que celles négatives diminuent (les intervalles AC et BE sur les fig. 46 
et 47). Sur les intervalles où Q < 0, M diminue (les intervalles CD et DB 
sur les fig. 46 et 47). 


5. Dans les sections où les charges concentrées sont appliquées 
à la poutre: 


a) sur le diagramme des ©, il y aura des passages brusques d'une 
valeur proportionnelle aux forces appliquées et dirigés dans le même 
sens que la ligne d’action de ces dernières (sur les fig. 46 et 47 ces passages 
sont marqués par les traits forts munis de flèches); 


b) sur le diagramme des M, il y aura des brisures (fig. 49) dont la 
pointe sera dirigée dans le sens opposé à celui de la ligne d’action de 
la force. 


6. Dans les sections où des moments concentrés sont appliqués à 
la poutre, le diagramme des Àf sera marqué par des passages brusques 
d’une valeur proportionnelle à ces moments tandis que sur le diagramme 
des ©, il n'y aura aucune modification. 


7. Si au bout d’une console ou dans un appui terminal est appliqué 
un moment concentré, le moment fléchissant dans cette section sera égal 
au moment extérieur (les sections C et B sur la fig. 50). 

8. Le diagramme des Q n'est rien d’autre que la courbe représentant 
la dérivée de la courbe des M. C’est pourquoi, les ordonnées des Q sont 
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proportionnelles à la tangente de l'angle d'inclinaison de la ligne tangen- 
tielle à la courbe des M (our la fig. 43 « — B = arctg +): 


FIG. 49 FIG. 50 


Le tableau 7 donne les diagrammes des efforts tranchants et des 
moments fléchissants pour les poutres dont les bouts sont fixés de façons 
différentes. 


19. Tracé de diagrammes 
pour portiques isostatiques 


On appelle portique les systèmes faits de barres reliées entre elles par 
des nœuds rigides. I\ est convenu d’appeler montants les barres verticales 
d'un portique tandis que celles horizontales, sous-poutres. La rigidité 
des nœuds élimine la possibilité de rotation mutuelle des barres fixées 
dans le nœud, en d’autres mots, au point nodal les angles entre les axes 
ne varient pas lors de la déformation. 


L'axe d'un portique est une ligne brisée dont chacune des parties 
peut, cependant, être considérée comme une poutre. Aussi, le tracé du 
diagramme pour un portique se ramène-t-il au tracé des diagrammes pour 
chacune des barres qui le composent, tout comme pour une poutre. Cepen- 
dant, à la différence des poutres ordinaires, outre les moments fléchissants Af 
et les efforts tranchants ©, dans les sections des barres d’un portique 
agissent de plus les forces longitudinales N. C'est pourquoi, pour les 
portiques, il faut tracer les diagrammes des M, des Q et des N. 

Pour les W et ©, les règles adoptées plus haut pour les signes restent 
en vigueur: Ÿ > 0, si la force longitudinale provoque la traction; Q > 0, 
si le vecteur de la force provoque une rotation de la partie sectionnée 
du portique dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Pour les moments fléchissants, il n'existe pas de règles spéciales 
établies pour les signes maïs, lors de l'établissement des équations pour Af, 
on prend à son gré l’un ou l’autre moment pour positif. 
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Lors du tracé des diagrammes, les ordonnées positives des N et 
des ( sont portées de façon à être dirigées vers le côté extérieur, tandis 
que celles négatives, vers l'intérieur du portique. Convenons-nous de 
tracer le diagramme des Àf sur les fibres comprimées. Le tracé des dia- 
grammes doit être précédé par la détermination des réactions inconnues. 

La fig. 51, b, c, d montre un exemple de tracé des diagrammes des N, 
des © et des Af pour un portique cantilever sollicité d’après le schéma 
représenté sur la fig. 51, a. 


TT 
@ 
ds 


IIIÉ 


N 
AS 


FIG. S1 


Les valeurs des efforts intérieurs N, Q et Af ont été déterminées 
pour les intervalles correspondants (voir fig. 51, a) à l’aide des formules 
suivantes: 


Intervalle 4B (o << :) 
N(G)=0; QG)=-P; M(z)= Pz. 
Intervalle BC [o KZ ;) 
N(G) = P;, Q()=0; M(:)= Fe . 
Intervalle CD (o <z< 3) 
NG)=P; Q(G)=2P,; M(G)= P— — 2Pe= (> — 2) ; 


2 
Intervalle DE [o Kz< 3 I | 


NG)= —2P; Q()=P; M() = 2P = : rs = ]-r(; + 2) 
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2 
Intervalle EK (5 [I<z< ) 
NG)=—2P; OG)=P; 


l l 
M(2) = r(; +2] — M = P(=- :) 


& 20. Tracé des diagrammes 
pour barres curvilignes 


Les sections transversales d'une barre curviligne plane, tout comme dans 
les portiques, peuvent subir l’action de trois facteurs de force: N, Q et M. 
Dans le cas où l’axe d’une barre curviligne représente un arc de cercle, 
il est commode de déterminer la position de n'importe quelle section à 
l’aide d’un système polaire de coordonnées; les forces longitudinale et 
transversale ainsi que le moment fléchissant seront alors fonction de 
l'angle p: N(p), O(p), M(e). 

Pour N et O restent en vigueur les règles pour signes préalablement 
établies: les diagrammes des Af, comme dans le cas des portiques, sont 
tracés du côté des fibres comprimées. 

La fig. 52, b, c, d montre un exemple de tracé des diagrammes N(o), 
(9) et Af(e) pour une poutre curviligne cantilever sollicitée d'après le 
schéma représenté sur la fig. 52, a pour P, = 2P, = P; on a alors 


N(o) = (cos y + 0,5 sin p)}P; 
Q(e) = (sin p — 0,5 cos o) P; 
M{(@) = (1 — cos @ — 0,5 sin op) PR. 


FIG. 52 


Si une barre curviligne subit l’action d'une charge uniformément 
répartie, il n’est pas sans intérêt d'avoir en vue le théorème suivant pour 
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le calcul de W, @ et M: la résultante d'une charge uniformément répartie 
appliquée à un arc au contour arbitraire est égale au produit de l'intensité 
de la charge par la longueur de la corde qui tend cet arc, perpendiculaire 
à cette corde et passe par son milieu. 
fig. 53, b, c, d montre les diagrammes des N(o), Q(e) et M(@) 
pous he barre curviligne sollicitée d'après le schéma représenté sur la 
g. 53, a. 


K\ | 


Sur l'intervalle 0 < g < «, N(p), O(o) et M{(9) ont été déterminés, 
respectivement, à l'aide des formules suivantes: 


N(o) = — Pasin + = — 29R sin* + = — gR(1 — cos y); 


Op) =!P, cos + _ MR sin = cos à = gRsiny; 


AD 
M(= Pie = 24° sint + = 1 — cos p), 
dans lesquelles la résultante de la charge répartie g agissant sur un arc 


correspondant à l'angle p est P, = 2qR sin . ù 
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Sur l'intervalle x < p < B 


NM = - Pssin | | = — 2gRsin = si 7 |. 
p) = :S gp =) - in à sin [o | 


Q(p) = PA cos | Le =2qRsi = © |. 
P) = Pr p = sin à cos(o — + | 


M{(@) = Ps KDa= Pa cos (s _ ) — 2qR1sin ; sin (e — = 


ici, la résultante de la charge répartie q sur l’arc AB correspondant à 
a 
l'angle x est P, = 2qRsin 3: 


& 21. Dépendances différentielles 
pour barres curvilignes planes en flexion 


Les relations différentielles entre q, O0, N et M que l'on peut déduire des 
conditions d'équilibre d’un élément de longueur ds prélevé d’une barre 
curviligne soumise à une sollicitation quelconque (fig. 54 et 55) ont la 
forme suivante 


ca Q; (3.5) 
de j 
d 
aQ =N+ gr; (3.6) 
dy 
dM 
-— = Qr. (3.7) 
de 

En posant rdp = ds, on peut récrire ces équations sous la forme suivante 
dN Q 
ds : (3.8) 
dQ N 
= D 3.9 
Re T 3 au (3.9) 
an = (3.10) 
ds seu e 


Pour établir ces relations, on a supposé que le moment fléchissant 
est positif s’il provoque la compression des fibres intérieures de la barre 
(des fibres situées du côté concave) et la charge répartie l’est aussi si elle 


0 
FIG. 54 


est dirigée vers le centre de la courbure dela barre. Les relations (3.5)-(3.10) 
permettent de vérifier la justesse des équations pour N'(#), O(p) et Af(6). 
Les tableaux 8 et 9 donnent les expressions pour les cfforts internes 
dans une barre curviligne soumise à des sollicitations différentes (quant 
à leur mode). 


$ 22. Tracé des diagrammes 
des efforts internes 
pour barres à trois dimensions 


Dans les structures de type portique pour lesquelles les axes des barres 
qui les composent ne se trouvent pas dans un même plan, de même que 
dans les structures soumises à une charge tridimensionnelle, tous les six 
facteurs de force internes N., O,, Q,, M.,M,, M. (fig. 29, b) peuvent 
exercer leur influence dans les sections des barres. Dans ce cas, les diagram- 
mes des moments fléchissanis sont, comme auparavant, tracés du côté 
des fibres comprimées; ce faisant, i/ convient de les orienter de façon que 
le plan du diagramme coïncide avec le plan d'action du couple du moment 
fléchissant pour lequel on trace ce diagramme. Le choix du signe du moment 
fléchissant se fait de façon arbitraire et ce, dans le seul cas où il s'avère 
nécessaire d'écrire l'équation correspondante. 

Pour les forces longitudinales et les couples de torsion, les règles 
données plus haut pour les signes restent en vigueur. Les diagrammes 
des W et des Af, peuvent être orientés arbitrairement, mais leurs ordon- 
nées sont toujours portées selon la normale à l’axe de la barre. 
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Les efforts tranchants agissant dans les sections sont considérés 
comme positifs si leur direction coïncide avec la direction positive de y 
et de «x. 

En guise d'illustration, on a présenté (fig. 57) les résultats du tracé 
des diagrammes des facteurs de force internes pour une barre brisée 
(fig. 56, a). 


% 


Phtqbls 


ANNE 


Pl; 


FIG. 57 


La fig. 59 montre les diagrammes des efforts internes pour une barre 
curviligne soumise à une sollicitation tridimensionnelle (fig. 58); ces 
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F 6 
@gf | on (o)hgf-ca 
200 
igf 
’ @ 14 : 
FIG. 58 FIG. 59 


diagrammes ont été tracés à partir des relations suivantes 
Map) = Mo) = (PR + M,) sin y; 
M, (o) = M.(o) = (PR + M4) cos p — PR, 
avec P = 200 kgf; Af, = 2000 kgf- cm; R = 30 cm. 


$ 23. Contraintes dans la section 


Dans les sections d'une barre sollicitée apparaissent des efforts internes 
réparties de façon continue (fig. 60, a) dont le vecteur principal R et le 
moment principal M sont les résultantes appliquées au centre de gravité 
de la section. Les projections de Ret M sur les axes centraux principaux x. }' 


et l’axe de la barre z donnent les valeurs des composantes des efforts 
internes N, 0,, O,, M,, Met M.. 
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Considérons un élément infiniment petit dF de l'aire (fig. 60, b) ayant 
des coordonnées arbitraires x, y. Etant donné la petitesse de l'élément, 
on peut poser que les effors internes y sont distribués uniformément tandis 


—+ 
que leur résultante 4R est appliquée à son centre de gravité. Par consé- 
quent, quand on aura à ramener ces efforts au centre de gravité de l'élé- 
—} 


ment, dR sera le vecteur principal de la force tandis que le moment prin- 
cipal sera, évidemment, nul. 


Les forces élémentaires 4N, dQ,, dQ, seront les projections de aR 
sur les axes z, y, x. En divisant ces grandeurs par l'aire 4F, nous obtien- 
drons les expressions pour les efforts internes revenant à l’unité de surface 
qu'on appelle contraintes au point (y, x) de la section transversale de 
la barre: 


(3.11) 


a étant la contrainte normale, +, et +,, les contraintes tangentielles. 


Les contraintes ont pour unité de mésure la force divisée par la lon- 
gueur prise au Carré (kgf/mm?, kgf/cmÿ, etc.). 

Ainsi, on appelle contrainte la force intérieure ramenée à l'unité de 
l'aire en un point donné de la section considérée. 

La contrainte totale en un point peut être exprimée par l'intermédiaire 
des contraintes normales et tangentielle: 


dR —_— 
PAS Vos + + rà. (3.12) 


Tenant compte de (3.11), on peut aisément établir les relations géné- 
rales existant entre, d’une part, les contraintes © et v et, d'autre part, 
les composantes des efforts internes: 


N = (odr; (3.13) 
F 

Q, = (;, dF; (3.14) 
F 

Qx = (rer: (3.15) 
F 
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M, = (xoar. (3.16) 


F 
M, = (>o4r (3.17) 
F 
M. = M, = (or. + xr,) dF = (7 dF, (3.18) 
F F 


avec 


_@_ffO@Y,f@Y _ yes 
Tr (%) DE REA 


p étant la distance du centre de gravité de la section à la ligne d'action 
de dQ (fig. 60, c). 

Les relations (3.13)-(3.18) sont dites équations statiques. En calcul, 
quand, dans le cas le plus général, on ignore la loi de distribution des 
contraintes dans la section, il est impossible de s'en servir. Par exemple, 
connaissant le moment fléchissant Af dans la section, il est impossible 
de trouver les contraintes normales en se servant de la formule (3.16). 
Cependant, si en se basant sur l’une ou l’autre considération on parvient 
à établir la loi de distribution de © ou r, dans la section on peut trouver 
aussi les valeurs mêmes de ces contraintes à partir des formules (3.13)-(3.18). 


Lors de l'établissement des formules pour déterminer les contraintes, 
on aura intérêt à observer l’ordre suivant: 


1. Considérer l'aspect statique du problème: des équations (3.13)- 
(3.18), on choisit celles qui seront nécessaires pour la résolution du pro- 
blème. 


2. Considérer l’aspect géométrique du problème: en se basant sur les 
données expérimentales, on écrit les équations géométriques qui établis- 
sent la dépendance entre les déplacements des points de la barre et leur 
position dans la section. 


3. Considérer l'aspect physique du problème: en se basant sur les 
données expérimentales, on écrit les équations qui établissent la dépen- 
dance entre les contraintes et les déformations (ou déplacements). 

4. On passe alors à la synthèse, c’est-à-dire les équations établies 
aux points 1-3 se résolvent ensemble et, en éliminant les déformations 
(ou déplacements), on obtient des formules exprimant les contraintes par 
l'intermédiaire des efforts ou des moments dans la section. 
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8 24. Conditions de solidité 
et de rigidité 


Le problème fondamental de la résistance des matériaux consiste en la 
détermination des dimensions fiables de la section transversale d’une 
pièce soumise à l'action de force quelconque, effet thermique ou toute 
autre sollicitation. Ces dimensions doivent être déterminées à partir du 
calcul de résistance, rigidité ou stabilité. Le rôle principal revient au calcul 
de résistance. 

Du point de vue physique, il est clair que le matériau ne puisse pas 
supporter des contraintes aussi grandes qu'on veut. Aussi, les valeurs des 
contraintes maximales doivent-elles, en partant de la condition de fiabilité 
de la pièce au cours de l'exploitation, être limitées par certaines quantités 
permises. Ces quantités sont dites contraintes admissibles et désignées 
par [co] ou par [r]. 

Si sont connues les contraintes admissibles et que l’on dispose en plus 
des formules exprimant les contraintes au moyen des efforts et des mo- 
ments agissant dans une section, on peut, en principe (en choisissant les 
dimensions nécessaires pour que la contrainte ne dépasse pas la contrainte 
admissible), calculer la résistance de n'importe quelle pièce. 

En pratique, on rencontre trois cas de calcul de résistance: 

1. Les sollicitations étant connues, l’on demande de trouver, pour 
le matériau choisi, les dimensions correspondantes de la section transver- 
sale d’une pièce, capable d'assurer une exploitation fiable de cette dernière 
(calcul de projet). 


2. Les dimensions de la pièce et le matériau sont connus. L'on demande 
de vérifier si la pièce pourra supporter une sollicitation donnée (calcul 
de contrôle). 


3. Sont connus le matériau, les dimensions de la pièce ainsi que la 
façon dont elle est chargée. L'on demande de déterminer la valeur admis- 
sible de cette charge. 

A la base de tous ces calculs est posée la condition de résistance 


Omax < [0] ou r,,, < [r] 


exprimant Île fait que les contraintes maximales — normale, tangentielle 
ou une contrainte équivalente (voir chap. VI) — agissant en un point 
présentant du danger, ne doivent pas dépasser la contrainte admissible. 


Le calcul de rigidité se fait de façon analogue avec cette différence-ci 
qu'au lieu de la condition de résistance on se sert de la condition de rigidité 
qui impose des limites à la valeur des déformations (ou déplacements). 
Néanmoins, même le calcul à la rigidité étant fait, il faut toujours effectuer 
le calcul de vérification de résistance et, s’il donne un résultat négatif, 
il convient d'adopter les dimensions obtenues à partir du calcul à la 
solidité. 
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Réactions d’appuis, efforts tranchants et moments fléchissants 


pour poutres {sostatiques 


Schéma de mise en charge de la 
poutre, diagrammes des Q et des Af 


Réactions d'appuis 


Effort tranchant Q 


R = 0 
Me — M, + Mi 


= 0 
Àfs — AM — M 
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OZ<z<lI! 
0=0 


z<I 
Q0=0 


s | 


0<z<! 
Q=0 


0<z<l! 
Q=0 


Tableau 7 


D 


. Coordonnée de la section dangereuse z 
Moment fléchissant Af et moment maximal Afinnz ° 


0<z<a 
AM=0 
a<z<a+b 
M= —-M, 
a+b<z«l 
M = —(M, + Af,) 


atrtb«<z«l 
Minax = — (Afi + M) 


0<z<a I M:> Ms 
M=0 an <b 
agz<a+b Mmaz = —M, 
M = —Mf, Il M;:> 2, 
a+b<z«< atb<z«<l 
M= —(Af, — M:;) Monax = Ms — Mi 
0<z«< Ze ={ 
M — mz Mynsz = — Ml 
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———_—_— — Sn mou ue 


Réactions 


| î h pou- 
Schéma de mise en charge de la pou d'au | Effort tranchant Q 


tre, diagrammes des © et des Af 


Ra = P 0<z<«lI 
M2 = PI Q= —P | 
| —_— | 
| 
| ñn CIRE UE 
Rs= Y Pi i | 
| RE OS Pr" | 
nn # | 
Ma= © Pi 
| i=l | 
b=l-a | 
: ne 
| es | 
| Rn=ql O<z«! 
| | My = n 
| | | 
Pr 
| Ra = ga 0<z<a 
| dE a(r- a is 
Q = —-gqga si = 
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Suite 


ne qe ee en 


Coordonnée de la section dangereuse ze 


0<z<li zo= 
M = —Pz Moanaz = — Pl 
a <= € Gi: Ze — 
i n 
M= -— D} P{H{z — a;) Minaz = — > Pibi 
J=1 ei 
(PETE ze =! 
1 
2 
0<z<a zo = 
: 
Mat Max © 00 (1 - À 
2 2 
agz«l 
M = af: ©) 
2 
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, | | 
Schéma de mise en charge de la pou- : . ; 
tre, diagrammes des Q et des Af Fr 8PP 7] Effort tranchant Q 


R #1 0<z<lI 
2 qe 
D O0 = —— 
Mp = — 21 
Re =?! 0<z<! 
2 2 
Af san 1 2PR 
Ra = 
Lee 
Mo = © [1 
2 agz«li 
2 
-24) o=-% 
3 2 


ga 0<z<a 
Rp = — | 
- pee te ) 
Ma = © (1 +R 
2 agz«l 
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Suite 


Moment fléchissant Af Coordonnée de la section dangereuse ze 
et moment maximal Af,,.x 


0<z<! 


3 
M=-T 
6! 


0<z<a 


‘} 3 
M=-% ee 
2 


Schéma de mise en charge de la pou- Réactions | 


tre, diagrammes des Q et des Af d'appuis 
[] 
ql 0<rz<— 
ï : gz? 
R 
ns n O = a 
; Ms=T 2 
4 
— <z<«l!l 
- Ll 2 
C5) 
— re) 
Ru=%+%) 0<z<l! 
à Gs — 
Q = —ù 9. — z1 
© Mn = di 
FL 
= (2%: + q:)— 
6 
x # 
se : PL 0<z«<! 
: qg=? 
Ne a! o — n 
XI À 7 Ms = — 3 
_ 12 
i 
3 1 1 7° 
ä O=- af en 
Mn=T— PB 3P 
4 


Effort tranchant Q 


Suite 


Moment fléchissant Af Coordonnée de la section dangereuse ze 
et moment maximal Ar 


A RC 
! 


PPS 
2 
g=° 
ET Ze = l 
J2 
LÉ Ms 
2 4 
: 2 
M==T [(£ = à) +252) : 
4 l 3 l 
É)| 
3 V1 2 
0<z<lI Ze — 
1 _ FE 
M=- RU, Moonx = —(2G1+ Q:) — 
2 6! 6 
0<z<l! Zoo = 1 
3 
Mm=- ss 
12/° 12 
0<z<«<l! Ze = 
gl? [z? z* als 
m——|{—— — AS = —— 
dl 3 ( À RE 4 
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schéma de mise en charge dela pou- 


ions d'appuis 
ire diagramnies des Oct des Af | 10nt42ppl 


Effort tranchant Q 


_4gzil-2) 
nr mu 


k.__41 
D Ru= © qi Sr 
: M4 
D)  Ÿ PE RE 
AIR 9 


0<z<! 
AM 
R4a= Rp = — M 
| [1 QO = — Phi 
Ra = Ra = 0<z«<l 
she M o = - M= Mi 
1 ! 
a 
He ET @ 
rs © 
M]ITENME 
“d “ Ra = Ro = 0<:<lI 
g _Mi+Mi de 
I Q , 
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a É 


Moment fléchissant Af 


0<z<«li 


Mo 2) 
l 


Me 


0O<z«<l 


sir s, 


Suite 


Coordonnée de la section dangereuse z, 
et moment maximal Ansz 


Ze = { 

3 

Mas = — gl 

3 
Ze = (4 

ur = 
I Af5:> Ms 
20 = 0; Mones = Mi 

Il M < Afs 


20 = dl; Mnozx = fs 


I M > M 
20 = 0; Monss = 
Il Mi < Ma 
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Schéma de mise en charge de la pou- Réactions 
tre, diagrammes des Q et des Af d'appuis 
a + —— 
1 de PS Pi 
AR B 
LA 
a 
TAN 
to 
l 
R4A = R8g = 
MiiM 
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Effort tranchant Q 


0<:=<lI 
Mit Mi 
I 


Suite 


Coordonnée de la section dangereuse z, | 


fléchissant Af 
Moment et moment maximal Af,naz | 


a <— 
2 : £o = 4; Mmex = Mo = | 
a : 
M=Ma-2 | Il ELA 
! 2 u 
Ze = 4; Minaz = — Me | 
| 
0<z<a AMfmax — Îa valeur maximale absolue du 
= M moment dans les sections C et D 
M nr, 
fl ! 
a<z<a+b 
jp ob se 
I 
a+b<zi«< | 
Af MOREL PE ) 
Ù | 
0<:<a Ze=4a 
M= Pl Mooz = PŸ 
1 ! 
agz«cl 


M=P=(l—:) 


© 


Réaciions Effort tranchant Q 


Schéma de mise en charge de la pou- 


tre, diagrammes des Q et des Af d’appuis 
Ra =Rp=P 0<z<a 
QO0=P 
agz<l-a 
Q=0 
l—-agzélil 
Q =-—-P 
RE En 0<z<l! 
2 o=a(> -+) 
2 H 
0<z<a 
g - "EL? 
R ab(2c + b) 
AT A a<z<a+b 
: qb(2a + b) o-&[ re - +) 
Be ——— b 
21 
a+be<z«<li 
2a + b 
o=- 223 +0) 
21 


PP 


Moment fléchissant Af 


Suite 


Coordonnée de la section dangereuse Ze 


et moment maximal Af..., 


CR PP EP ED 


a<z<l-a 
Minaz = Pa 


6 OP OS G E 


M 


0<z<a 


M = = ee 


Zz 


agz<a+b 


2 


I 


b 


a+b<z«l 


M = Qb 


2a + b 


U — 2) 


fetes. ; ge 


b! 


ql° 


Monsx= — 


PR A A 


2e + b 
M = [- + on 
2 4 


Schéma de mise en charge de la pou- 
tre, diagrammes des Q et des Af 


Réactions d'appuis 


Effort tranchant Q | 


) 0<z<a 
U 4 a 
a<z«l 
| o--® 
LR 21 
Ra=qa—R Versa 
R=gC+R, Q=q{a-1z)-R 
: _ qat—que agz<a+b 
do METTES O=-R 
atb<z«l 
Q=aq{Ua+b-7)-R 
Ra = TE 
6 1-35) 
Li) 
= 
3 


Moment fléchissant Af 


Suite 


et moment maximal Afhnsz 


| Coordonnée de la section dangereuse z, 


0<:z<a 
3 
AM= a [(> +<)< ce 
21 lJa 2a! 

a <z1z«<l 


0<z<a 
3 
Meafi- fi À 
a gaa 2a 
agz<a+b 


Mao =R: 
2 
a+b<z<l 


M = qe — 2) (+= = 
dac 


2 3 
ML (£ | 
6 \ 1 P 
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Tableau 8 


Moment fléchissant Nf, forces longitudinale N et transversale Q 
agissant dans une barre curviligne cantilever 
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Tableau 9 


Moment fléchissant 4/1 et couple de torsion Af, agissant dans 
une barre circulaire cantilever soumise à une sollicitation 
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CHAPITRE 4 


Caractéristiques mécaniques 
des matériaux en traction 

et en compression. 
Concentration des contraintes. 
Contraintes admissibles 


$ 25. Contraintes et déformations 
en traction et en compression 


L'état de contrainte lors de la traction ou de la compression axiales se 
caractérise par le fait que des six composantes des contraintes internes 
seule la force longitudinale N n’est pas égale à zéro. Considérons une 
barre sollicitée par des forces axiales (fig. 61). Pour une section quelconque 
n-n l'aspect statique du problème est donné par l'équation: 


N= (o4r (4.1) 


F 


L'aspect géométrique en est défini par l'hypothèse des sections planes 
(hypothèse de Bernoulli) baste sur les données expérimentales et selon 
laquelle les sections transversales de la bar- 
re, planes avant la déformation, le restent 
après la déformation tout en se déplaçant 
le long de l’axe de la barre. Par conséquent, 
toutes les fibres d’un élément de longueur 
{ s’allongent d’une longueur 4/7 et leurs 
allongements relatifs e sont les mêmes: 


Al 
e = us —çonst. (4.2) 


L'aspect physique du problème considéré est défini par la loi de 
Hooke qui traduit la dépendance linéaire des déformations par rapport 
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aux contraintes 
o 


E 


où E est le coefficient de proportionnalité appelé module d'élasticité en 
traction ou module de Young. E a la dimension de la tension (kgf/cmi, 
kgf/mm“, etc.) et représente une des constantes physiques du matériau 
(v. tabl. 10). Considérant que E — const et que d'après (4.2), (4.3) a — 
— Ee — const, on obtient de (4.1) 


ou a = Ee, (4.3) 


E£ = 


Fr pe . 


s est positif en traction et négatif en compression. La formule (4.4) 
est valable pour les sections suffisamment éloignées des endroits où sont 
appliquées des charges concentrées. A proximité de ces charges la loi de 
distribution des contraintes a une forme plus compliquée. 

Lors du calcul des contraintes en traction ou en compression, tout 
comme des contraintes résultant d'autres formes de déformation, il convient 
de tenir compte du principe établi expérimentalement et appelé principe 
de Saint-Venant d'après lequel si un corps est sollicité par un système de 
forces statiquement équivalentes, c'est-à-dire par des forces dont le vecteur 
et le moment principal sont égaux, et que d'autre part la zone d'application 
des charges soit peu étendue, par rapport aux dimensions du corps, les tensions 
dans les sections suffisamment éloignées de la zone d'application des forces 
dépendent peu de la manière dont la charge est appliquée. 

Ce principe peut être illustré à l'aide de l'exemple d’application de 
charges équivalentes représenté à la fig. 62. Une même barre, dont l'ex- 
trémité supérieure est fixe, est sollicitée 
sur son extrémité libre par des charges 
statiquement équivalentes dont les résul- 
tantes sont exprimées par la valeur du 
vecteur P. Les recherches montrent que 
les contraintes dans les sections suffisam- 
ment éloignées de l'endroit où sont appli- 
quées les forces sont pratiquement égales 
dans les trois cas considérés. 

La déformation relative est exprimée 
comme fonction de la force longitudinale 


conformément à (4.3) et (4.4) par la formule FIG. 62 
N 
—— 4.5 


tandis que la déformation totale d’une barre, de longueur /, pour un 
matériau homogène (E = const) et pour une même force N identique sur 
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toute la longueur est donnée par la formule: 


A= = —, (4.6) 


La formule (4.6) exprime la loi de Hooke pour les allongements absolus. 
Le produit EF qui figure dans le dénominateur de la formule est appelé 
rigidité de la section transversale de la barre en traction (compression) 


: | : EF 
et a la dimension de la force, tandis que la grandeur c — T appelée 


rigidité de la barre en traction (compression) a la dimension de la force 
divisée par la longueur. 

Pour le cas où la force longitudinale et la section transversale de 
la barre varient le long de l'axe (fig. 63), l'allongement total de la barre 
est donné par la formule 


U 


N(2) 

AI = \ : dr. (4.7) 
EF(2) 

M) ' 

La traction et la compression s’ac- 
compagnent d'une modification des sec- 
tions transversales de la barre (fig. 64, a, b). 
Les déformations transversales absolues de 
la barre sont données par les formules 


4a = a, — a; 
Ab ax b, ae b. 
Les déformations transversales rela- 


tives (négatives en tractionet positives en compression) se déterminent 
par la formule 


FIG. 63 


® 

| 

F1 
v 


; ae 
Il existe entre la déformation trans- 
versale relative et la déformation longi- a 
tudinale relative en traction ou en com- FIG. 64 


pression simples et dans les limites de la 
validité de la loi de Hooke, un rapport constant dont la valeur 
absolue est dite coefficient de Poisson qu'on désigne par la lettre y 


: (4.8) 


Le coefficient de Poisson est une grandeur adimensionnelle; pour 
tous les matériaux isotropes (v. tabl. 10) sa valeur est comprise entre 0 
et 0,5 (pour le liège il est proche du zéro, pour la gomme, de 0,5, pour 
l'acier, 4 Æ 0,3). 

Considérant que € et &’ ont toujours des signes opposés, on obtient 


, Ce À 
Ru ei (4.9) 


Lors du calcul des barres qui travaillent à la traction ou à la compres- 
sion on doit écrire la condition de résistance pour la section dangereuse 
caractérisée par la valeur maximale de N,., sur le diagramme des forces 


axiales 


= : 4.10 
Omax dei F & [ao], ( . ) 


{o] étant la contrainte admissible en traction {[o, ] (pour le calcul de trac- 
tion) ou la contrainte admissible en compression [o_] (pour le calcul de 
compression). 

La formule (4.10) permet de résoudre les problèmes de trois types: 
le choix des dimensions de la section transversale de la barre; la vérification 
de la résistance; la détermination de la charge admissible. 

Dans certains cas, les barres sont calculées à part de la condition 
de rigidité 

N(2) 
Al = —— : dz & ([4/] (4.11) 
(Ed < LA 
où À/ est la variation des dimensions de la pièce: [4/] la valeur admise 
de la variation des dimensions. 

Le calcul à partir d’une condition de rigidité doit toujours être com- 
plété par un calcul de résistance. S'il s'avère que la condition de résistance 
n'est pas satisfaite, on doit choisir les dimensions de la barre à partir de 
la condition de résistance. 


$ 26. Essais de traction 
et de compression 


Essais de traction. L’essai de traction constitue le type principal des essais 
des propriétés mécaniques des matériaux. Il se fait à l’aide de machines 


l'éprouvette et d'enregistrer au cours de l'essai les efforts appliqués sur 
l’'éprouvette et les déformations de celle-ci. 


On utilise le plus souvent les éprouvettes de forme cylindrique 
(fig. 65, a); pour les tôles, on utilise les plaques d'essais (fig. 65, b). Dans 
le cas des éprouvettes cylindriques on 
doit respecter un certain rapport entre 
la longueur théorique /, et le diamètre de 
l'éprouvette d,. Généralement, on prend 
lo = 10 d, (éprouvettes longues): plus ra- 
rement on pose lo = Sd (éprouvettes 
courtes). 


Etant donné que le diamètre & est lié 
à l'aire de l'éprouvette F, par l'expression 


4F, . 
oi — = 1,13 VF, 
FIG. 65 de 


on peut exprimer le rapport entre la longueur théorique et l'aire de la 
section transversale de l'éprouvette F, (pour l'éprouvette longue) par 


lo = 11,3 VF (4.12) 
et pour l'éprouvette courte 
lb = 5,65} Fo. 


Pour les essais de traction on utilise le plus souvent les éprouvettes 
cylindriques de diamètre d, = 10 mm, de longueur théorique /, = 100 mm 
et = 50 mm. On peut utiliser d’autres éprouvettes proportionnelles pour 
lesquelles les rapports des dimensions doivent être respectés conformément 
à la formule (4.12). 

Diagramme de traction. Lors de l'essai de traction d’un matériau 
l'emploi de machines modernes permet d’obtenir un diagramme enregistré 
automatiquement à l'échelle choisie donnant la déformation en fonction 
de l'effort, ce diagramme est appelé diagramme de traction. L'aspect 
courant de ce diagramme en coordonnées P — 4[ pour acier à bas carbone 
cst reproduit sur la fig. 66. 

Le diagramme présente une série de zones et de points caractéristiques 
qui correspondent à diverses étapes de déformation de l’éprouvette. 

Le point 4 caractérise la charge limite P,,; tant que la charge n'a 
pas encore atteint cette valeur le rapport entre la charge et l'allongement 
reste linéaire. Le point B correspond à la charge maximum P4, pour 
laquelle l'éprouvette conserve encore ses propriétés élastiques, c'est-à-dire 
lors de la suppression de la charge il n’y a pas de déformations résiduelles. 
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Le point C correspond à la charge Pe, pour laquelle les déformation 
de l'éprouvette se poursuivent sans l'augmentation de la charge: on dit 
que le matériau «commence à couler», ce quise traduit, sur le diagramme, 


FIG. 66 

par une zone d'écoulement CD. Passé par le stade d'écoulement, le matériau 
retrouve de nouveau la capacité d'augmenter sa résistance à une défor- 
mation ultérieure. Le point E correspond à la charge maximum (limite) P,.., 
après laquelle l'éprouvette commence à accuser un rétrécissement local 
sous forme de gorge (fig. 67), ce qui conduit à une diminution de la charge. 
Le point F correspond à la charge P,,,, qui provoque la rupture de l'éprou- 
vette. 
C'est à partir des charges caractéristiques que donne le diagramme 
de traction et de l'aire de la section de l'éprouvette F, qu'on détermine 
les caractéristiques essentielles de la résistance d’un matériau: 


Ppr 
Opr = = — limite de proportionnalité; 
0 


P ne 
Ca — = — limite d'élasticité: en 


P 
Cée = —Æ __ Jimite d'écoulement; FIG. 67 


0 
P 
Oë, = —"" — limite de résistance on résistance temporaire; 
0 


P 
Orupt = ne — contrainte au moment de la rupture. 
0 


Cendr Céer Sont des résistances temporaires (a). 
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Étant donné qu'en traction la section de l'éprouvette varie constam- 
ment, surtout au cours d’application de la charge représentée sur le dia- 
gramme par le segment DEF, les valeurs de o, et ©, sont assez conven- 
tionnelles. C'est surtout le cas de la contrainte o., étant donné qu'à 
partir de la charge P,,., une gorge commence à apparaître, ce qui fait qu’au 
moment de la rupture la section de l’éprouvette dans la gorge F, est nette- 
ment inférieure à l'aire initiale de la section de l'éprouvette he 

Pour les matériaux dont le diagramme de traction ne présente pas 
de zones d'écoulement bien nettes, la limite d'écoulement est déterminée 
d’une façon conventionnelle comme étant ja contrainte pour laquelle 
la déformation résiduelle a une valeur prévue par les normes GOST ou 
par d’autres normes techniques. La norme GOST 1497-61 fixe comme 
valeur de cette déformation résiduelle 0,2% de la longueur calculée de 
l'éprouvette, la limite d'écoulement oë étant désignée par 002. 

Comme il est difficile en pratique d'établir le moment exact de 
l'écart à la loi de la proportionnalité ainsi que le début des premières 
déformations résiduelles, on a introduit également la notion de limite 
de proportionnalité conventionnelle et celle de limite d'élasticité conven- 
tionnelle. 

On entend par limite de proportionnalité conventionnelle la contrainte 
minimale pour laquelle l'écart à la dépendance linéaire entre la contrainte 
et la déformation atteint une valeur donnée (de l’ordre de 0,002°;). 

On entend par limite d'élasticité conventionnelle la contrainte minimale 
pour laquelle la déformation résiduelle atteint une valeur donnée (ordi- 
nairement de 0,001% à 0,05%). La limite d'élasticité conventionnelle est 
affectée d’un indice correspondant à la valeur donnée de la déformation 
résiduelle. Exemples: Go 001 OÙ Go,os 

Lors de l'essai de traction d'une éprouvette on détermine aussi les 
caractéristiques de plasticité telles que l'allongement relatif 


et le rérrécissement relatif 


V— . 100, %, 
Fo 
où 

A4Fs = Fo— Fin: 


Outre les caractéristiques énumérées des propriétés mécaniques des 
matériaux (résistance et élasticité) dont les valeurs sont données dans 
l'Appendice 1, on détermine également les propriétés énergétiques du 
matériau. On a pu constaté que le diagramme de traction fournit aussi des 
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données relatives à ces propriétés. Ainsi, l'aire du diagramme caractérise 
le travail effectué pour l’allongement de l'éprouvette. Le travail de traction 
qu’il faut réaliser pour obtenir la déformation 2, (fig. 68) est égal à 


en QT 
À; = (P + dP) d) = ( Pd), 
0 (1) 


FIG. 68 


ce qui correspond à l'aire OABCDMN du diagramme; le travail nécessaire 
pour provoquer la rupture de l’éprouvette est représenté par l'aire totale 
du diagramme OABCDEFG. 

Dans les limites d’élasticité, le sravail de déformation est fourni par 
l'aire du triangle hachuré (fig. 69, a); pour l'allongement de l'éprouvette 
à Alet la force P qui correspond à cet 
allongement, le travail est donné par la 


formule P 6 
_ PA 
#4 — 2 
tandis que le travail spécifique de déformation à © 
Au PAl oo 
AT y 2h 2 LA e 
) 


s'exprime par l'aire du triangle hachuré 
du diagramme en coordonnées  a-s 
(Gg. 69, b). FIG. 69 
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Diagramme des contraintes. Comme la courbe de traction caractérise 
non seulement les propriétés des métaux mais aussi les dimensions de 
l'éprouvette on la trace ordinairement en coordonnées relatives ac. 
Un tel diagramme tracé à partir de la courbe de traction (fig. 66) et 
appelé diagramme des contraintes est reproduit sur la fig. 70. Sur ce 


FIG. 70 


diagramme les points O, a, b, c, d,e,f correspondent aux points O, 4, 
B, C, D, E, F de la courbe de traction initiale (fig. 66). 
Sur le diagramme des contraintes (fig. 70) on voit que 


Ce 4 


tg «x = = E, 


€ 


c'est-à-dire que le module d'élasticité pour la traction est numériquement 
égal à la tangente de l’angle d’inclinaison du segment rectiligne du diagram- 
me des contraintes par rapport à l'axe des abscisses. C'est là la signification 
géométrique du module d'élasticité en traction. 

Notons que le tronçon en pente ef du diagramme des contraintes 
(fig. 70) a un caractère conventionnel en raison d’une grande différence 
qui existe entre la section de la gorge et l'aire initiale de la section de 
l'éprouvette F, par laquelle on divise les efforts respectifs tirés de la courbe 
de traction pour obtenir les ordonnées du diagramme des contraintes 
sur le tronçon ef. 

La fig. 71 donne l'allure approximative du diagramme des contraintes 
pour divers matériaux. Les courbes , 2, 3, 4 caractérisent respectivement 
les propriétés mécaniques du bronze (o,:, — 2470 kgf/cm?, Ô — 36%), 
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de l'acier au carbone (o,4,— 3580 kgf/cm?, 0=38 %); de l’acier au nickel 
(G,e,—=7150 kgf/cm , Ô— 54%), de l'acier au manganèse (0,4, —=9160 kgf/cm?, 
Ô = 30%). 

Le diagramme des contraintes de la fonte, un diagramme type pour 
les matières fragiles, est donné sur la fig. 72. 

Si l'on rapporte les efforts agissant à chaque moment donné sur l’éprou- 
vette à la valeur réelle de la section transversale existant à ce moment, 
on obtient le diagramme des contraintes réelles (fig. 70, courbe en 
pointillé). 


P 
F1G. 71 FIG. 72 FIG. 73 


Essais de compression. L'essai de compression d’un matériau s'effectue 
au moyen de presses ou de machines d'essai spéciales. Pour effectuer ces 
essais on fait recours à des éprouvettes en forme cylindrique de faible 
hauteur (généralement la hauteur vaut trois à quatre fois le diamètre) 
ou cubique. Lors de l'essai de compression, le frottement engendré entre 
les dispositifs compresseurs des machines d'essai et les faces de l’éprouvette 
exerce une influence notable sur les résultats des essais et le mode de 
destruction de l’éprouvette. 

Une éprouvette en acier doux, de forme cylindrique, soumise à la 
compression, prend la forme d'un tonneau (fig. 73). Le diagramme de 
compression obtenu pour ce matériau est montré sur la fig. 74. 

La fig. 75,a montre le schéma de destruction d’une éprouvette en 
pierre soumise à la compression, lorsqu'il existe les forces de frottement 
entre les dispositifs compresseurs de la machine et les faces de l'éprouvette. 
Si l’on réduit les forces de frottement par l'application d’une couche de 
paraffine sur les surfaces de l'éprouvette, on obtient le schéma de destruc- 
tion représenté sur la fig. 75, b. 
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La fig. 76 montre le caractère d'une destruction due à Ja compression 
d'une éprouvette en fonte et la fig. 77 reproduit le diagramme de compres- 
sion correspondant. 


” 
€ 
FIG. 74 


Les diagrammes de compression obtenus lors des essais d’un cube 
en bois sont reproduits sur la fig. 78 (la courbe J représente la compression 
le long des fibres, la courbe 2, dans le sens perpendiculaire aux fibres). 


6 kgf, 
00 


cm? : 
3000 P 
2000 
1000 g 
0 O2 4 @GEX 


FIG. 77 FIG. 78 


8 27. Concentration des contraintes 


La concentration des contraintes est un accroissement local des contraintes 
dans les éléments des structures, dû à de fortes variations des sections 
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transversales, par suite de la présence d'orifices, de conges, de rainures, 
d'entailles, etc., qu’on appelle concentrateurs. La fig. 79 représente les 
diagrammes de distribution des contraintes dans la section d’une bande 
en traction, section affaiblie par la présence d’un orifice rond (fig. 79, a) 
et de conges semi-circulaires (fig. 79, b). 


Le degré de concentration des contraintes est caractérisé par le coeff- 
cient de concentration 


Omax 
Li *, (4.13) 


Onom 


Cnas étant la contrainte maximum au 
niveau de la concentration, &,,m, la 
contrainte nominale donnée par la 
formule 


N 
Gnome ? (4.14) 


où West la force normale dans la sec- 
tion affaiblie; F,,11 l’aire de la section 
affaiblie, dite aire nette. 


Parfois on détermine la contrainte 


nominale à l’aide de la formule FIG. 79 
N 
ou ne (4.15) 


où F?,- est l'aire de la section pleine (sans tenir compte de son affaiblis- 
sement par un concentrateur) ou aire brute. 

Pour les concentrateurs occupant une fraction faible de la section 
totale (par exemple, les orifices de faible diamètre) les contraintes nominales 
déterminées à l'aide des formules (4.14) et (4.15) sont pratiquement 
identiques. 

Dans les cas où l’on a à déterminer par calculs les contraintes maxi- 
males dans la zone des concentrateurs, on appelle le coefficient de concen- 
tration obtenu à l’aide de (4.13) coefficient théorique de concentration. Par 
exemple, pour un orifice rond de faible diamètre (fig. 79, a) x = 3, pour 
les entailles semi-circulaires (fig. 79, b) « = 2. En pratique, le coefficient 
de concentration des éléments de structures réels, dit coefficient de conc-n- 
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tration effectif k et déterminé expérimentalement, est plus faible que le 
coefficient théorique (x => k). D'une manière générale, c’est à partir 
des valeurs connues des coefficients théoriques de concentration et compte 
tenu de la concentration des contraintes que s'effectuent les calculs de 
résistance; les valeurs de ces coefficients pour le cas des barres rondes 
soumises à la traction et ayant des concentrateurs de formes diverses 


sont données sur la fig. 80 et plus bas 


RS AS Qi% 
Sr Se 


I D ÆŒBIN- 


10 
0 02 04 06 08 r/d 
FIG. 80 
Forme du concentrateur des contraintes a 
Raïnure demi-ronde, rapport de son rayon au 
diamètre de la barre 0,1 2,0 
0,5 1,6 
1.0 1,2 
2,0 1,1 
Congé de raccordement, rapport de son rayon 
au diamètre de la barre 0,0625 1,75 
0,125 1,50 
0,25 1,20 
0,5 1,10 
Coude rectangulaire 2,0 
Entaille en V 3,0 
Filet anglais 2,0 
Filet métrique 2,5 
Ouverture, rapport du diamètre de l'ouverture 
au diamètre de la barre de 0,1 à 0,33 à . 


Stries sur la surface de la pièce 


L'Appendice 2 contient des données plus amples relatives aux coeffi- 
cients de concentration. 

Une forte concentration des contraintes est surtout dangereuse pour 
les éléments en matières fragiles, car si dans la zone de concentration les 
contraintes atteignent la limite de résistance du matériau, cela provoque 
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sa destruction. Dans le cas d’un matériau 
plastique, la concentration présente moins de 
risque; ceci est dû au fait que lorsque la con- 
centration atteint, dans la zone du concen- 
trateur, la limite d'écoulement 04, il se pro- 
duit une redistribution des contraintes d'’a- 
près le schéma indiqué en pointillé sur la 
fig. 81. 


& 28. Contraintes admissibles 


Une fois les propriétés mécaniques d'un 
matériau déterminées à l’aide d'essais corres- 
pondants des éprouvettes, on peut trouver 
les contraintes que la construction peut 
supporter sans danger, c’est-à-dire les contrain- 
tes admissibles. Il est évident que la con- 
trainte admissible doit être plus faible que 
la contrainte limite pour le matériau considéré 


et n’en constituer qu’une certaine fraction. FIG. 81 
Posons 
Oa 
lbl=." (4.16) 


où [a] est la contrainte admissible, o4, la contrainte dangereuse, n, le 
facteur de sécurité. 

Il convient de considérer comme contrainte dangereuse pour les éléments 
en matériaux plastiques la limite d'écoulement oa= 04 tandis que pour 
les éléments en matières fragiles ce sera la limite de résistance oa = 0,4. 

Le choix du facteur de sécurité n indiquant combien de fois la con- 
trainte admissible est plus faible que la contrainte dangereuse dépend de 
la nature du matériau (fragile ou plastique), du mode d'application de 
la charge (charges statique, dynamique, intermittente) ainsi que de fac- 
teurs d'ordre général tels que la non-homogénéité du matériau, l’impré- 
cision dans la fixation des charges extérieures, le caractère approximatif 
des schémas de calcul et des formules, etc. 

La valeur du facteur de sécurité dépend également de ce qu’on consi- 
dère comme contrainte dangereuse (ox ou o,&). 

Pour les matériaux plastiques et pour une charge statique quand 
Ca = Oéc); 1 = Plécs 

Lo] = 
Néc 
on pose le facteur de sécurité égal à ne. = 1,4 -1,6. 
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Pour les charges statiques sollicitant des matières fragiles, quand 
Od = Oréss 1 = Nés» 
Orés 
Niés 


on adopte le coefficient de sécurité égal à 
Prés — 2,5-3,0. 


Parfois, pour les matériaux plastiques aussi, on détermine les contraintes 
admissibles à partir de la résistance temporaire dont il est plus facile de 
déterminer la valeur. On a alors 


[o] — 


b1=—. 
Nrés 


Tenant compte de ce que oc. = (0,5-0,7) oc; n,e,—= 2,4-2,6. 

Parfois on désigne les contraintes admissibles en traction par {o,] 
et celles en compression par [o_]. Les matières fragiles résistent mieux 
à la compression qu'à la traction; pour eux, [o, ] < [o_]. 

Pour les charges statiques sollicitant des matières fragiles homogènes, 
il convient de tenir compte de la concentration des contraintes et de faire 
les calculs en considérant les contraintes locales maximales 


Omar — XTnom < [0]. 


Les valeurs approximatives des contraintes admissibles pour des 
charges statiques sollicitant divers matériaux sont présentées au tableau 11. 

Les données concernant les propriétés physico-mécaniques des prin- 
cipaux matériaux de construction sont réunies dans l’Appendice 1. 
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Tableau 10 
Modules d'élasticité et coefficients de Poisson 


er Module d'élas- IModuie  d'élas- . L 
Matériau ticité E-10=6 |ticité G-10-5 | Copficient de 
kgf/cm? kgf/cm' 
Fonte blanche, grise 1,15—1,60 4,5 0,23 —-0,27 
Fonte malléable 1,55 — _ 
Aciers au carbone 2,0 —2,1 8,0 —8,1 0,24 —0,28 
Aciers alliés 2,1 —2,2 8,0 —8,1 0,25 —-0,30 
Cuivre laminé 1,1 4,0 0,31 —0,34 
Cuivre étiré à froid 1,3 4,9 — 
Cuivre de fonderie 0,84 _ _ 
Bronze au phosphore, laminé 1,15 4,2 0,32—0,35 
Laiton étiré à froid 0,91 —0,99 3,5—3,7 0,32 —0,42 
Laiton de marine, étiré 1,0 _ : 
Bronze au manganèse, laminé 1,1 4,0 0,35 
Aluminium laminé 0,69 2,6—-2,7, 0,32 —0,36 
Fil d'aluminium étiré 0,7 _ _— 
Bronze d'aluminium, de fonderie 1,05 4,2 _ 
Duralumin laminé 0,71 2,7 _ 
Zinc laminé 0,84 3,2 0,27 
Plomb 0,17 0,70 0,42 
Glace 0,1 0,28 —-0,3 — 
Verre 0,56 2,2 0,25 
Granit 0.49 — — 
Calcaire 0,42 — — 
Marbre 0,56 _ _ 
0,18 _ — 
Maçonnerie 
en granit 0,09 —0,1 — — 
en calcaire 0,06 _ — 
en briques 0,027 —0,030 — _ 
Béton, limite de résistance _ — 0,16—0,18 
100 kgf/cm'° 0,146 —0,196 — — 
150 kgf/cm’ 0,164-0,214 _ _ 
200 kgf/cmÿ? 0,182—-0,232 —_ —_ 
Bois, le long des fibres 0,1 —0,12 0,055 _— 
Bois, au travers des fibres 0,005 —0,01 _— — 
Caoutchouc 0,00008 — 0,47 
Textolite 0,06 —0,1 — — 
Pertinax 0,1—0,17 _ — 
Bakélite 0,02 — 0,03 _ 0,36 
Viskhomlite (IIM-44) 0,040 — 0,042 — 0,37 
Cetluloïde 0,014 —-0,028 _ 0,33 —0,38 
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Tableau 11 


Valeurs approximatives des contraintes admissibles 
principales en traction et en compression 


Contraintes admissibles, kgf/cmî? 
Matériau 
en traction | en compression 

Pièces en fonte grise moulées 280 -800 | 1200 — 1 500 
Acier OC et Acier Cr 2 1400 1400 
Acier Cr 3 1600 1600 
Acier CT 3 (dans les éléments des ponts) 1400 1400 
Acier au carbone dans les constructions ! 

mécaniques) 600 —- 2500 600 — 2500 
Acier allié (dans les constructions mécaniques) 1000 —4000 1000 —4000 

et plus et plus 

Cuivre 300 — 1200 300 — 1200 
Laiton 700 — 1400 700 — 1400 
Bronze 600 — 1200 600 — 1200 
Aluminium 300 — 800 300 — 800 
Bronze d'aluminium 800 — 1200 800 — 1200 
Duralumin 800 —1 500 800 — 1500 
Textolite 300 —400 300 —-400 
Pertinax 500 —700 500 — 700 
Contre-plaqués bakélisés 400 —500 400 —500 
Pin, le long des fibres 70—100 100 —120 
Pin, au travers des fibres — 15—20 
Chène, le long des fibres 90-130 130-150 
Chêne, au travers des fibres — 20 —35 
Maçonnerie en pierre moins de 3 4-40 
Maçonnerie en briques moins de 2 6—25 
Béton 1—7 10 —90 
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CHAPITRE 5 


Etat de contrainte 
et de déformation 


8 29. Etat de contrainte en un point. 
Plans et contraintes principaux 


Les contraintes sont la conséquence de l'interaction des particules d'un 
corps sollicité par des forces extérieures. A l'effet des forces extérieures 
qui tendent à modifier la position des particules du corps ou à les déplacer 
s'opposent les contraintes que ces forces engendrent dans le corps. Les 
contraintes contribuent à limiter ce déplacement à une faible valeur. 
Dans un même point les contraintes orientées dans divers sens sont en 
règle générale différentes; ce n'est que dans certains cas particuliers qu'elles 
se trouvent identiques. 


Considérant la contrainte en un point 4 d’un corps sollicité, point 
rapporté à de petits plans (fig. 82) appartenant à deux parties différentes 
du corps séparé par un plan sécant 7-/ passant par ce point, on peut 
facilement démontrer que si, sous l'effet de forces extérieures les plans 
tendent soit à s'éloigner soit à se rappro- 
cher, ce sont des contraintes normales 6, 
de traction ou de compression respecti- 
vement, qui apparaïtront entre eux. Si ces 
plans tendent à glisser l’un sur l’autre, ce J 
sont les contraintes tangentielles + qui vont 
se manifester; par contre si l’un des plans 
se déplace dans une direction quelconque 
par rapport à l’autre tout en lui restant 
parallèle, on assistera à l'apparition si- { 
multance dans ce plan de contraintes 
normales © et tangentielles 7 ayant pour 
résultante la contrainte totale p dont le FIG. 52 
vecteur coïncide avec ladite direction. ns 
Dans ce cas, le déplacement des plans peut être décomposé géométri- 
quement en deux déplacements distincts; éloignement mutuel et cisaillement. 
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Délimitons au voisinage du point considéré du corps sollicité un 
volume élémentaire de matériau ayant la forme d'un parallélépipède 
infiniment petit (fig. 83). Sur ses arêtes, l’effet que produit la partie éloignée 
du corps doit être remplacé par les con- 
traintes correspondantes ou par leurs com- 
posantes (normales ou tangentielles), 
comme le montre le dessin. 


Si l'orientation des arêtes du parallélc- 
pipède élémentaire ainsi délimité varie, les 
contraintes agissant sur ces arêtes le font 
aussi. On peut toujours trouver une orien- 
tation de l'élément telle que sur ses arêtes 
il n'y aura pas de contraintes tangentielles. 


Les plans sur lesquels les contraintes 
tangentielles sont absentes sont appelés 
plans principaux et les contraintes nor- 
males agissant dans ces plans sont dites 
contraintes principales. On peut démontrer que, en chaque point d'un 
corps chargé d'une manière quelconque, il existe toujours au moins 
trois plans principaux, mutuellement perpendiculaires, c'est-à-dire les 
plans sur lesquels les contraintes tangentielles sont absentes. Les axes 
parallèles aux contraintes principales sont dits axes principaux pour le 
point considéré. On désigne conventionnellement les contraintes princi- 
pales par 0, 02, 63; ceci étant on suppose qu’il existe entre elles le rapport 
(algébrique) suivant: 


FIG. 83 


O1 > 0» > Oa. 


L'état de contrainte pour lequel l’une quelconque des contraintes 
principales n'est pas nulle est appelé état de contrainte à un axe ou éfat 
linéaire de tension (fig. 84, a). Si deux contraintes principales sont diffé- 
rentes de zéro alors que la troisième est nulle, on parle d’état de contrainte 
à deux axes ou d'état plan de tension (fig. 84, b). Lorsque les trois contraintes 
en question ne sont pas nulles on dit que l'état de contrainte est à trois 
axes où éfat de tension à trois dimensions (fig. 84, c). 
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Par ailleurs, on distingue l'état de contrainte homogène, lorsque les 
contraintes sont égales en chaque point d’une section quelconque ainsi 
qu’en chaque point de toutes les sections parallèles à cette dernière, et 
l'état de contrainte hétérogène lorsque les contraintes sont différentes 
en divers points d’une section quelconque du corps considéré ou de 
toutes autres sections parallèles à celle-là. 


& 30. Etat linéaire de tension 


L'état linéaire de tension se rencontre principalement dans les barres 
en traction ou en compression; toutefois, certains éléments des barres 
travaillant à la flexion ou soumises à une sollicitation composée, éprouvent 
eux aussi une tension linéaire. 


Pour une barre en traction (fig. 85, a) la contrainte normale dans 
le plan Fest donnée par la formule 


Les contraintes tangentielles dans ce plan sont nulles. Dans un plan 
quelconque F, (fig. 85,b) dont la normale extérieure n, coupe l'axe 
de s sous un angle x, la contrainte totale p, est égale à 


N 


= -—— = -- ÇCOS A = G COS &. 
FO EE 


Les contraintes normales et tangentielles dans le plan F, sont 


Cy = Pa COS à = O COS? x; (5.1) 
e (4 à e 
Ty = Pa Sina = 35 sin 2x. (5.2) 


Les contraintes normales so, sont positives si elles sont des contraintes 
de traction; les contraintes tangentielles tr, sont positives si elles tendent 
à tourner l'élément considéré du corps par rapport à un point quelconque 
situé à l’intérieur du corps dans le sens des aiguilles d’une montre (o, et +, 
sur la fig. 85,b sont positives). 


D'après les formules (5.1) et (5.2) si «x = 0 (le plan Z de la fig. 85,4) 


14 
7, = 0; 6, = 0, alors que si « = 5 (le plan 27), r,= ©0,= 0. Il s'ensuit 
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que les plans Z et ZZ sont les plans principaux; les contraintes principales 
sont 


O = 0; Op = Ga = 0. 


Îl 
| 


En compression 6; = 63 = 0, © 


PF 


FIG. 85 


Les contraintes tangentielies atteignent, d’après (5.2), leurs valeurs 
maximales lorsque &« = -: 45° et sont égales à 


Ce j 


Ta max — 2 Ù 


En vertu de (5.1) et (5.2) il est facile de montrer que les contraintes 
normales et tangentielles dans le plan Fp, perpendiculaire au plan F,, 
c'est-à-dire dans le plan dont la normale tien forme un angle f — 
— à + 90° avec l'axe de la contrainte ©, sont 


og = © cos = a cos? (x + 90°) = o sin? a; (5.3) 


O , os . GO , 

Tg = Sin 28 — — sin 2(x + 90°) = — —- sin 2x. (5.4) 
2 2 2 

$ 31. Etat plan de tension 

Dans le cas de l’état plan de tension, lorsqu'un élément est sollicité sur 


ses deux arêtes orthogonales par des contraintes ©, et ©: (fig. 86), les 
contraintes normales et tangentielles agissant dans le plan (x) dont la 
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normale extérieure n, coupe l’axe de la contrainte 9, sous un angle x 
sont données par les formules 


Ca = O1 COS? & + Oa Sin? «; (5.5) 


O1 — Ca . 
Ta = 3 sin 24. (5.6) 


Ces formules permettent d'obtenir les 
expressions pour les contraintes normales 
et tangentielles dans le plan (8), perpen- 
diculaire au plan (x), c'est-à-dire dans le 
plan dont la normale extérieure forme 
avec l'axe de la contrainte o, l'angle 
B = — (90° — a) 


og = 0 Sin? a + 0, cos* a; (5.7) 


O1 — O2 


Tp=— sin 2x. (5.8) 


FIG. 86 


En additionnant terme à terme les équations (5.5) ct (5.7), il vient 
Oz + Op = 0 + O2; (5.9) 


autrement dit, /a somme des contraintes normales, agissant dans deux plans 
orthogonaux, est invariable quelle que soit l’inclinaison de ces deux plans 
et est égale à la sonune des contraintes principales. 


Il résulte de (5.6) et (5.8) que les contraintes tangentielles atteignent, 
tout comme dans le cas de l'état de contrainte à un axe, leurs valeurs 
maximales lorsque « — + 45°, c'est-à-dire dans les plans inclinés à 45° 
par rapport aux plans principaux; elles sont alors égales à 


tmax = À. (5.10) 
2 
Comparant (5.6) et (5.8), il vient 
TB = — Ta (5.11) 


Cette égalité exprime la loi de la parité des contraintes tangentielles 
qu'on peut formuler ainsi: /a contrainte tangentielle agissant dans un plan 
quelconque provoque dans un autre plan, perpendiculaire à ce premier, 
une contrainte tangentielle de valeur égale et de signe inverse. 
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C'est pour les contraintes principales que les contraintes normales 
atteignent leurs valeurs extrémales. 


Dans tous les plans inclinés, les contraintes normales ont des valeurs 
intermédiaires entre 01 et ü©z. 


Un même état de contrainte dans un élément peut être représenté 
au moyen des contraintes principales ©, et &, (élément ABCD, fig. 86 
et 87,a) ou des contraintes dans des plans inclinés o, ,r,, Op, Tp (élé- 
ments abcd, fig. 86 et 87, b). 


FIG. 87 FIG. 88 


La théorie de l'état de contrainte fait la distinction entre deux pro- 
blèmes principaux. 

Problème direct. Connaïssant pour un point donné les plans princi- 
paux et les contraintes principales agissant dans ces plans on doit déterminer 
les contraintes normales et tangentielles dans des plans inclinés sous un 
angle donné par rapport à ces premiers, autrement dit il faut, d’après les 
contraintes agissant sur les arêtes de l'élément ABCD (fig. 88), déterminer 
celles agissant sur les arêtes de l'élément abcd. 


Problème inverse. Connaissant les contraintes normales et tangentielles 
dans deux plans orthogonaux passant par un point donné, on doit déter- 
miner les axes principaux et les contraintes principales. En d’autres mots, 
pour un élément abcd (fig. 88) dont on connait les contraintes normales 
et tangentielles agissant sur ses arêtes on doit déterminer l'orientation 
de l'élément ABCD, c'est-à-dire l'angle x ainsi que les contraintes prin- 
cipales. 

Ces deux problèmes peuvent être résolus soit analytiquement soit 
graphiquement. 
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$ 32. Etat plan de tension. 
Problème direct. Cercle de Nohr 


La solution analytique du problème direct est donnée par Îles formules 
(5.5)-(5.8). 

Graphiquement, on peut déterminer 6,,7,,0$, Ts à partir des con- 
traintes principales connues 0, et a, (fig. 89, a) à l’aide d’un diagramme 


FIG. 89 


dit cercle de contraintes (cercle de Mohr) que l'on construit en coordonnées 
o, 7 sur le segment 4B pris comme diamètre du cercle qui est égal à la 
différence entre les contraintes principales a, — 04 (fig. 89, b). Effecti- 
vement, si l'on trace à partir du centre du cercle (point ©) le rayon CD 
incliné sous un angle 2x jusqu'à son intersection avec la circonférence, 
on obtient un point D,, dont les coordonnées caractérisent respectivement 
les contraintes ©, et T,: 
On + O3 OC + Os 

ho 24 = 

RE 


= 6, COS? à + O2 Sin? x = 0,; 


OK, = OC + CD, cos 2x = 


a — o 
K,D, = CD, sin 2x = sin 2x =7T,. 


Il est aisé de montrer que le point D, caractérise les contraintes o4, 
Ts dans le plan (8) perpendiculaire au plan x 


O1 + Ci __ Ga — O2 
2 2 
= 6, Sin° a + o, cos’ a = 6g; 


OKg= OC — CKg= COS 24 = 


DsKs == — Tr = Tg: 
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Les points D, ct D, qui caractérisent les contraintes dans les deux 
plans orthogonaux (x) et (3) se trouvent toujours sur les extrémités d’un 
même dianètre. 

Le cercle de Mohr ainsi construit décrit entièrement l’état de contrainte 
de l'élément que montre la fig. 89, a. Si l'on fait varier l’angle «x entre 
— 90: et + 90°, les plans inclinés (x) et (f) prennent successivement 
toutes les positions possibles, en même temps les points D, et D, vont 
décrire un cercle entier. En particulier, pour x — 0, quand les arêtes ef 
et em vont devenir les plans principaux et que sur elles vont agir les 
mêmes contraintes que sur les arêtes de l'élément abcd, le point D, coïnci- 
dera avec le point À tandis que le point D, avec le point B. 


Pour déterminer la position du pôle sur le cercle de Mohr, traçons, 
tout comme pour le cas du cercle d'inertie, à partir du point D, une ligne 
parallèle à o, (dans notre exemple ce sera une ligne horizontale, fig. 89, b) 
jusqu’à son intersection avec le cercle. Le point Af sera alors le pôle en 
question. On peut aussi trouver le pôle M en traçant de D, une ligne 
parallèle à la contrainte a, c'est-à-dire une ligne verticale. On peut dé- 
montrer que /a droite reliant le pôle M à un point quelconque du cercle 
est parallèle à l'axe de la contrainte normale agissant dans le plan auquel 
ce point appartient. Ainsi, la droite XfA est parallèle à la contrainte princi- 
pale ©, tandis que la ligne A£B, à la contrainte principale o;. 


8 33. Etat plan de tension: 
problème inverse 


Quand on effectue des calculs pratiques on est souvent confronté au 
problème inverse pour lequel il s'agit de déterminer ©, et 6; à partir des 
Os Tas Op Tp CONNUS (fig. 90, a). Soit o,> ay, 1, >0. 11 est évidemment 
facile de construire le cercle de Mohr en coordonnées o,t (fig. 90,b) 
si l’on connait la position de deux points diamétralement opposés du 
cercle, D, et D, qui ont pour coordonnées respectives ©, T; Et Op, Tp. 
Cela étant, les A bscisses des points d’intersection du cercle avec ' axe de Oo, 
i.e. OA et OB, donneront les valeurs correspondantes des contraintes 
principales 6, et 62. 
Pour déterminer l'orientation des plans principaux nous trouverons 
le pôle et nous nous servirons de ses propriétés. A cet effet, menons à 
partir du point D, une ligne parallèle à la ligne d'action de o,, c'est-à-dire 
une horizontale. Le point Àf, point d’intersection de cette ligne avec le 
cercle, donnera le pôle. En reliant le point Af aux points À et B, nous 
obtiendrons les directions des contraintes principales ©, et 5. L'orien- 
tation des plans principaux est, de toute évidence, perpendiculaire aux 
axes des contraintes principales. Sur la fig. 90, a on a prélevé, à l’intérieur 
de l'élément de départ, un élément délimité par les plans principaux sur 
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les arêtes desquels on a montré les contraintes principales ©, et ©. 
L'analyse du cercle de Mohr nous permet d'obtenir les expressions analy- 
tiques des contraintes principales o, et o, en fonction de ©,, T,, og, Tg: 


FIG. 90 


1 ne ri D 
D 2 [o, +og+ Vo. _ op) + 4ra]; 


(5.12) 
1 
= 7 loxt op Vox — op} + 4rà ]. 
Il résulte également de la fig. 90, b 
MK MK T | 
Rs (5.13) 
AK$ OA — OK TO — Of 


C'est cette formule qui fournit l'unique valeur de l’angle x dont on 
doit faire dévier la normale n, pour obtenir la direction de la contrainte 
principale ayant la valeur algébrique la plus grande. Notons qu'aux valeurs 
négatives de « correspondent des angles pris dans le sens des aiguilles 
d'une montre et que si l’une des contraintes principales calculées à l’aide 
des formules (5.12) est négative, il convient de désigner les contraintes 
non par 6, et #,, mais par 0, et ©;; si, par contre, les deux contraintes 
principales sont négatives, on doit les désigner par ©, et o2. 
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& 34. Etat de tension 
à trois dimensions 


L'état de tension à trois axes est rarement étudié en résistance des maté- 
riaux. Aussi, nous bornerons-nous à relever quelques notions théoriques 
fondamentales de l’état de tension à trois dimensions. 

Examinons le cas de l'état de tension à trois dimensions (fig. 91) 
pour lequel sur les arêtes d’un cube donné agissent les trois contraintes 
principales 


O1 > Ca > O3. 


Les contraintes normales et tangentielles agissant dans le plan 7 
parallèle à o, ne dépendent évidemment pas de 6,. Elles ne dépendront 
que des contraintes 9, et a, et dans tous les plans analogues elles seront 
caractérisées par le cercle de Mohr L, ayant pour diamètre 5.-0, (fig. 92). 
Dans le plan J/ parallèle à o, ,les contraintes normales et tangentielles 
seront caractérisées par le cercle de Mohr Ly de diamètre 6,-0,; enfin 
dans le plan Z/I parallèle à la contrainte 63, les contraintes normales et 
tangentielles le seront par le cercle de Mohr L;;, de diamètre 5,-02. 

Pour tous les plans mentionnés la méthode de détermination de o,, r, 
et og, Tg ne diffère pas de celle exposée plus haut pour le cas de la résolution 
du problème direct de l'état plan de tension. 


FIG. 92 


On peut prouver que si l’on trace un plan non parallèle à aucun 
des axes principaux les contraintes normale os, et tangentielle 7, agissant 
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dans ce plan peuvent être déterminées à l'aide des formules suivantes: 


(5.14) 


Ca = Ci cos’x; + Ca cos? + O3 COS43; 
D. à 2: | 
T, = Vo? cos? + 02C0S?œ3 + Os COS'a3 — Où 


As X29 X3 Étant les angles que forme avec les axes 0,,02:,03 la normale 
abaissée sur le plan considéré. 

L'on démontre également que le point D,(o,, r,) caractérisant l'état 
de contrainte dans un plan incliné de façon arbitraire sera toujours situé 
dans la zone hachurée (fig. 92) ou bien sur sa frontière, si le plan est 
parallèle à l’une des contraintes principales. 

L'analyse des cercles de Mohr (fig. 92) montre que r,.,, représentée 
par le point D sur le cercle L;7 et agissant dans un plan parallèle à la 
contrainte principale 0, et incliné sous un angle & — 45° par rapport aux 
contraintes 0, et ©, est égale au rayon du grand cercle. Il en résulte que 
pour l'état de tension à trois dimensions: 


Tmax— À : = . (5.15) 


Dans le cas d’un plan dont la normale extérieure forme avec les axes 
de 0,02 et 0, des angles égaux «, = & = &3 = «, plan qu'on appelle 
plan octaédrique (puisqu'il est parallèle à une face de l'octaèdre qu'on 
peut obtenir à partir d’un cube), et lorsque 

cos, + cos'x, + cos'xs = 1; 
cos?x = 1/3, 
les formules (5.14) peuvent s'écrire 


OT +t0 
oct — ss = — moy: (5.16) 


V2 


ne 2 2. 2 
Toct — 3 Vo + 02 + 03 — O103 — O3 — Ox01 — 


—= _ Vo: = CAN + CA = os)? à (o3— di}. (5.17) 


La contrainte tangentielle déterminée d'après (5.17) est appelée 
contrainte octaédrique. La contrainte octaédrique normale représente 
en quelque sorte la moyenne des contraintes pour l'état de tension à 
trois axes examiné. 
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Lorsqu'on a à évaluer la résistance d'un matériau à l'état de contrainte 
complexe, on se sert souvent d’une valeur fictive de la contrainte o; qu’on 
appelle intensité de contrainte et qui est liée à +... par la relation 


3 
Oi = V5 Toct- 


8 35. Déformation en état de tension 
à trois dimensions. 
Loi de Hooke généralisée 


Faisant recours à l'hypothèse selon laquelle les matériaux se comportent 
conformément à la loi de Hooke tandis que les déformations sont petites, 
on peut obtenir les relations entre contraintes et déformations pour le 
cas général d'état de tension à trois dimensions. Utilisons pour cela les 
relations (4.3) et (4.9) obtenues plus haut pour l'état linéaire de tension. 
Considérons la déformation d’un parallélépipède rectangulaire C 
ayant pour dimensions a X b X c (fig. 93, a), déformation qui se produit 
sous l'effet des contraintes principales 0,, 0,, 443 (on suppose que toutes 
les contraintes sont positives) suivant les trois faces parallèles respecti- 
vement aux arêtes à, b, c. 
Les allongements des arêtes seront respectivement 4a, 4b et 4c 
tandis que les déformations relatives sur les trois axes principaux seron 
4 Ac 
_. (15.8) 


FIG. 93 


Chacun des trois allongements relatifs est l’effet de l’action de l’en- 
semble des trois contraintes o,,0, et 94. Ceci étant, on a, par exemple, 


a=at+a +4, (5.19) 
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et en vertu de (4.3) et (4.9) 


1 = _ = n°: 4 = —n?, (5.20) 
Tenant compte de (5.20) on peut écrire (5.19) sous la forme 


1 
dr, E ne - [o1 — (02 + 03)]. (5.21) 


D'une manière analogue on peut écrire les expressions pour &, et €; 


en tant que /(0,,6:,G3). La loi de Hooke généralisée pour les matériaux 
isotropes s’exprimera alors par les relations 


1 
€ — E {oi — #(02+ 03)]; 

I 
are [o2 — H(o1+ 02)]; (5.22) 
Ey = rs [os — (01 + 02)]. 


Notons que les contraintes de compression, introduites dans la for- 
mule (5.22), doivent être aflectées du signe «moins». Il est évident que 
dans le cas d’un état plan de tension, en particulier pour 0, = 0, la loi 
de Hooke généralisée prend la forme 


1 
4 = (1 Ho); 
ut 
a (+); 
+ ) 
e, = — (0: — na;). 
3 E 3 — A0ï 


La loi de Hooke est valable non seulement pour les déformationt 
principales, mais aussi pour le calcul des déformations relatives suivan 
n'importe quel triplet des axes mutuellement perpendiculaires, car pour 
de faibles déformations on néglige l'influence du cisaillement sur la défor- 


& 


15— 10 2 


mation linéaire, cette influence étant très faible. Il en résulte que les allon- 
gements relatifs dans le sens des contraintes o,, © (fig. 93,'b) sont 


1 1 
Ex — E (Go; — uog); Ep — E (os — HO). 


La déformation de volume €, qui représente la variation relative du 
volume », = abc, sous l'effet des contraintes o,,0:, 0: qui lui sont appli- 
quées, se détermine, à des grandeurs du second degré de petitesse près, 
par la formule 

D—0p 
0 


ou bien par l'intermédiaire des contraintes, en tenant compte de (5.22), 
par la formule 


1 — 2n 
= — oo Lo), (5.24) 


Dans le cas particulier d'une compression uniforme triaxiale, lorsque 
O1 = U32—03— — p, On a 


en A (5.25) 


E 
avec K = A = A La grandeur K cst appelée module de déformation 
de volume. D'après (5.24) on constate que lors de la déformation d’un corps 
dont le matériau possède un coefficient de Poisson # = 0,5 (le caoutchouc, 
par exemple) le volume du corps ne varie pas. 


$ 36. Energie potentielle 
de déformation 


On appelle énergie potentielle de déformation l'énergie qui s’accumule 
dans le corps au cours de sa déformation élastique. Lorsque le corps est 
déformé sous l'effet d’une charge extérieure statique, les points d’appli- 
cation des forces extérieures se déplacent alors que l'énergie potentielle 
de la charge diminue d’une valeur numériquement égale au travail effectué 
par les forces extérieures. L'énergie perdue par les forces extérieures 
ne disparait pas; elle se transforme principalement en énergie potentielle 
de déformation du corps (on néglige d'habitude la faible quantité d'énergie 
qui se dissipe au cours de la déformation, surtout sous forme de chaleur). 
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L'accroissement de l'énergie potentielle U d’un corps déformé est 
égal à la diminution de l'énergie potentielle de la charge VU, et est numé- 
riquement égal au travail 4 accompli par les forces extérieures, c'est-à-dire 


4: (5.26) 


Ainsi, l'énergie potentielle de déformation est 
numériquement égale au travail des forces ex- 
térieures effectué pour provoquer la déformation 


élastique du corps. 
Dans le cas d’une simple traction (fig. 94) 


PAI 
ei 
l'énergie potentielle spécifique est 
a (5.27) 
v 2FI 2 


» étant le volume du corps: F, l'aire de la section 
transversale. 


CO 
Tenant compte de ce que € — E' nous 


aurons 
u—= —., (5.28) 


Lorsque, dans le cas d'un état de tension à 
trois dimensions, l'énergie potentielle spécifique de 
déformation est déterminée par le travail total 
des contraintes principales 0,,0,,a3, effectué 
pour des déplacements correspondants équiva- 
lant aux déformations relatives e,, «,, €, (fig. 95), 
l'énergie potentielle spécifique est donnée par la 
formule 


T TT LL. 
2 2 2 FIG. 95 
Se servant de la loi de Hooke généralisée on peut exclure les défor- 
mations. Il vient 
1 o 
u = 5E [oi + o2 + 03 — 2u(0,03 + 0:03 + 02:0:)]. (5.29) 
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Lors de la déformation d’un corps élastique (fig. 95) on assiste non 
seulement à la variation de son volume, mais aussi à la modification de 
sa forme (par exemple, un cube se transforme en parallélépipède). On 
peut donc représenter l'énergie potentielle spécifique totale de défor- 
mation # sous forme de deux termes: 


U=U, + Us 


où #, est l'énergie potentielle spécifique de la variation du volume, u;, l'éner- 
gie potentielle spécifique de la modification de la forme. 
On peut démontrer que 


1 — 2x 
U, = "GE. (G Gi + Cs + + 2); (5.30) 
1+yn 
Uf = A (0° + où L 03 — (0162 + 663 + 630)] = 
1+ x : 
[Ci Fr O2)? + (Ga as Ga) + (a: er o1} ]. (5.31) 
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CHAPITRE 6 


Critères de résistance 


8 37. Théories fondamentales 
de la résistance 


Le but essentiel des calculs d'ingénieur consiste à évaluer la résistance 
d'un élément de structure quand on connaît son état de contrainte, c'est-à- 
dire d’après les contraintes principales agissant en certains points du corps. 
Ce problème se résout le plus aisément dans le cas de déformations simples, 
en particulier dans le cas d’un état de contrainte à un axe, étant donné 
que les valeurs des contraintes limites (dangereuses) peuvent alors être 
facilement déterminées de façon expérimentale. Rappelons que pour 
les matériaux élastiques la contrainte dangereuse est constituée par la limite 


FIG. 96 


d'écoulement, tandis que pour les matières fragiles, par la limite d’écrouis- 
sage temporaire. 

Ainsi la condition de résistance pour l'état de contrainte à un axe 
(fig. 96, a) s'écrira 


G < lo,]; oo < lo_], (6.1) 


où [s_] et [o_] sont les contraintes admissibles respectivement en traction 
et en compression. 
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Dans le cas d’un état de contrainte complexe, lorsque deux ou toutes 
les trois contraintes principales &,,0, et o, ne sont pas nulles (fig. 96, b), 
l'état limite (dangereux) pour un même matériau peut être atteint à des 
valeurs différentes des contraintes principales limites en fonction du 
rapport existant entre elles. La multiplicité de rapports possibles entre 
C1, 02 et 54 ainsi que les difficultés techniques inhérentes aux essais rendent 
le contrôle expérimental pratiquement impossible. 


6, 


FIG. 97 


Une autre approche du problème posé consiste dans le choix des 
critères de résistance (critères de l'état de contrainte et de déformation 
limite). À cet effet, on émet des hypothèses selon lesquelles tel ou tel 
facteur exerce une influence déterminante sur la résistance du matériau. 
Parallèlement, on prévoit la possibilité de contrôle du critère de résistance 
choisi par la comparaison de l’état de contrainte complexe donné avec 
un autre, simple, par exemple, une traction uniaxiale (fig .97, a, b) ainsi 
que de la détermination d’une contrainte équivalente telle que les deux 
cas vont donner un même facteur de sécurité. Dans le cas général, on 
entend par facteur de sécurité le nombre # indiquant combien de fois il 
faut augmenter simultanément toutes les composantes d’un état de con- 
trainte (0,02, 04) pour le faire passer à l'état limite: 


OŸ = NO; 0j —N03;, O$ = NO. 


Les hypothèses ainsi émises sont appelées théories mécaniques de 
résistance. Ci-bas, nous examinerons les critères principaux (théories de 


résistance). 
Critère des contraintes normales maximales (première théorie de 


résistance). On suppose que l’état dangereux d’un corps à l'état de contrain- 
te complexe est défini par la valeur de la contrainte normale maximale 


_ n0 
ou bien a | (6.2) 
losl = o-- 
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La condition de résistance comprenant le facteur de sécurité n a la forme 


; O1 < [o,] | 
ou bien (6.3) 
A < ([o_], 
avec 
[Lo] = — : 
n 


Cette théorie n’est confirmée dans la pratique que pour les matières 
assez fragiles et suffisamment homogènes (verre, gypse, certaines céra- 
miques). 

Critère des déformations linéaires relatives maximales (deuxième 
théorie de résistance). Comme critère de l’état limite on prend la défor- 
mation linéaire la plus grande en valeur absolue, autrement dit, la con- 
dition de destruction est 

lEmax| = €?, (6.4) 
La condition de résistance s'écrit: 


Emax = 4 < (el = — : (6.5) 


o 
Considérant que [s] — Fe et que 


1 
É n-2 [o1 — #(02 + 03), 


on peut écrire la condition de résistance (6.5) sous la forme 
O1 — (0 + 03) < (ol. (6.6) 


Comme on le voit de (6.6), ce n’est pas l’une ou l’autre contrainte princi- 
pale qu’il faut comparer avec la contrainte admissible, mais bien leur 
combinaison. La contrainte équivalente, dans ce cas, équivaut à: 


Teu = A— H(02 + O3). (6.7) 


Cette théorie qui avait autrefois une large audience n'est presque pas 
utilisée de nos jours dans les calculs pratiques à cause desa faible fiabilité. 

Critère des contraintes tangentielles maximales (troisième théorie 
de résistance). On part de l'hypothèse d’après laquelle l’état dangereux d’un 
corps sollicité est déterminé par la valeur de la contrainte tangentielle 
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maximale. La condition de destruction et celle de résistance s’écrivent 
respectivement dans ce cas: 


nt AU (6.8) 
Tmax < [r] = = (6.9) 
Etant donné que 
me nse, pot ame fl, 


la condition de résistance (6.9) en fonction des contraintes principales 
s'écrit comme suit 


C1 — 03 < [lo], (6.10) 


et la contrainte équivalente selon la troisième théorie de résistance se 
détermine par la formule: 


Téa I — O1 — Da (6.11) 


Cette théorie donne de bons résultants pour les matériaux ayant 
une égale résistance en traction et en compression. L’inconvénient de la 
troisième théorie consiste en ce qu’elle ne tient pas compte de la contrainte 
principale ,de valeur o,, qui exerce une certaine influence, quoique négli- 
geable dans la plupart des cas, sur la résistance du matériau. Si l’on pose 
comme état limite des matériaux plastiques la limite d'écoulement on 
peut présenter la condition (6.8) sous la forme suivante: 


O1 — T3 = Oéce (6.12) 


Cette condition détermine assez bien le début de la déformation plas- 
tique des matériaux à radoucissement pour lesquels la localisation de 
cette dernière constitue un moment caractéristique. 

Critère de l'énergie potentielle spécifique de la modification de la forme 
(quatrième théorie de résistance). On suppose que l'état dangereux 
(limite) d’un corps sollicité est caractérisé par la valeur limite de l'énergie 
potentielle spécifique accumulée lors de la déformation. Celle-ci peut 
être déterminée pour le cas d’une traction simple au début de l'écoulement 
comme 


Uf max = uf = Up.éc- (6.13) 


La condition de résistance est alors 
Uf max [us]. (6.14) 
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Dans l'hypothèse que le matériau se comporte conformément à la 
loi de Hooke jusqu’à ce que l'état limite soit atteint, on a, d’après (5.31), 
pour une traction simple au début de l'écoulement (0, = o4,; 03 = 63 = 0): 


En portant (5.31) et la valeur de us tirée de la dernière égalité 
dans la condition (6.13) on obtient : 


V 0 Ne oc + c3— (0103 + 0203 + 0301) —Oécs | 


ou bien 
| (6.15) 


A 
(l 3 [(o1 — 02) + (03-03) + (03 — o1)°] = où. 
La condition de résistance (6.14) s'écrira alors 
1 2 L 2 L 21 < Géc _ 
72 [(oi cu O2) i (Ca ce c3)° i (os Eu G) ] & Frs — [ao]. (6.16) 


La contrainte équivalente, celle qu’on emploie pour les calculs selon 
la quatrième théorie de résistance, est fournie par la formule 


Céqiv — V4 [Co — o2)° + (ox — a3)° + (3 —0,}*]. (6.17) 


L'’équation de calcul pour la quatrième théorie de résistance s’obtient 
à partir du critère de la constance des contraintes tangentielles octaédriques 


Toctimax < [oct]: 


Cette conception libère la théorie de résistance des restrictions liées 
au domaine d'application de la loi de Hooke et permet de déterminer 
non seulement le début de la déformation plastique mais aussi le début 
de la destruction. 

La quatrième théorie de résistance est applicable aux matériaux 
plastiques qui résistent de façon identique à la compression et à la traction. 

Critère de Coulomb-Mohr. Ce critère est fondé sur l'hypothèse d'après 
laquelle la résistance des matériaux dans le cas général d'état de contrainte 
dépend principalement de la valeur et du signe de la contrainte principale 
maximale o, et de ceux de la contrainte principale minimale o, (l'erreur 
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due au fait qu'on a négligé o, ne dépasse ordinairement pas 12 à 15°). 
D'après cette hypothèse n'importe quel état de contrainte peut Qtre repré- 
senté sous forme d’un cercle de Mohr tracé à la base des contraintes 
principales ©, et 03. 

Si pour des 5, et os, donnés la résistance d’un materiau se trouve 
compromise, le cercle tracé à la base de ces contraintes sera dit cercle 
limite. En faisant varier le rapport entre ©, et 9, on obtient pour le maté- 
riau considéré une famille de cercles de Mohr limites (fig. 98). On peut 
remplacer l'enveloppe 4 BCDE dela famille des cercles limites, avec un degré 
d’approximation suffisant, par des droites tangentes aux cercles de Mohr, 
tracés pour le cas de traction sur un diamètre égal à la limite d’écrouissage 
temporaire en traction &&.,, et pour le cas de compression, sur un diamètre 
égal à la limite d'écrouissage temporaire du matériau en compression 
Oécr.comp (A8. 99). 

Il est évident qu'on peut refaire le diagramme de la fig. 99 en adoptant 
pour échelle les contraintes admissibles (fig. 100). Le diamètre du cercle 


e. n . CE e 
pour le cas de traction est égal à [o.] — “° , et pour la compression 
n 


Oécr.comp 


n 
La similitude des triangles O,0O,a et O,0,b donne la condition de 
résistance: 


à [o_] = 


[o.] 
Où = C3 < [o, ]. (6.18) 
[o_] 
La contrainte équivalente d’après la théorie de Mohr ci-dessus exposée 
[o;] 
o = g, — | 6.19 
éq M — O1 (_] O3 (6.19) 


La théorie de résistance de Coulomb-Mohr permet de déterminer 
la résistance à la destruction des matériaux dont la résistance à la traction 
et celle à la compression sont différentes (matières fragiles). 


On doit souligner que l'état fragile ou l'état plastique d’un matériau 
sont fonction non seulement des propriétés de ce matériau mais aussi 
du type de l’état de contrainte, de la température et de la vitesse d’appli- 
cation de la charge. Comme le montrent les essais, les matières plastiques 
se comportent sous certaines conditions d'application de la charge et de 
température comme des matières fragiles alors que les matières fragiles, 
quant à elles, se comportent, pour des états de contraintes déterminés, 
comme des matières plastiques. 
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6 38. Aperçu de quelques 
théories modernes de résistance 


La condition du passage du matériau à l'état limite peut être exprimée 
par l’équation 


F(ci; Os» O3) = 0, (6.20) 


qu'on peut représenter par la surface limite dans un espace tridimensionnel 
avec, comme coordonnées cartésiennes, les valeurs des contraintes prin- 
cipales. | 

Ainsi, la surface limite correspondant à la condition d'apparition 
des déformations plastiques en masse s'exprime selon la théorie de l'énergie 
potentielle spécifique de modification de la forme (6.15) par 


(oi — 2)? + (01 — o3)° + (os — on)? — 205, = 0. (6.21) 


La surface limite (6.21) a la forme d'un cylindre circulaire dont l'axe 
est identiquement incliné par rapport aux axes des coordonnées (fig. 101, a) 


n 
et dont le rayon est égal à r— 5 Oéc- 


Pour un état plan de tension lorsqu'une des contraintes principales 
est nulle, la condition (6.21) donne pour surface limite une courbe elliptique 
(fig. 101, b). 

Au critère des contraintes tangentielles maximales correspond une 
surface limite ayant la forme d’un prisme hexaédrique régulier inscrit 


FIG. 101 


dans un cylindre. Au critère des contraintes normales maximales corres- 
pond un cube à arêtes ayant pour longueur o°. Notons que toutes les points 
se trouvant à l’intérieur d’une zone limitée par la surface limite corres- 
pondent aux états de contrainte ayant le facteur de sécurité # > 1, alors 
que les états de contrainte représentés par les points situés en dehors de 
la zone limitée par la surface limite ont le facteur de sécurité 7 < 1. 
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C'est sur le choix de diverses formes d’une surface limite permettant 
d'apprécier de la manière la plus complète les particularités de résistance 
de la classe des matériaux considérés dans les conditions d'un état de 
contrainte complexe que portent les théories les plus récentes. 

Critère de résistance de Jagne-Boujinski. Comme surface limite (6.20) 
on adopte un polynôme de second degré symétrique par rapport aux trois 
axes principales 


(a, — 02)° + (03 — 03)° + (o, — 03)° + a(o, + ©, + 03Ÿ° + 
(6.22) 
T b{o; + O2 LR Os) = C, 
où 
EF 210,01, ,_ 6e] (o,) 


CRICE CHIC 


{o.), [o_] et [r] étant déterminées expérimentalement pour le matériau 
considéré à l’aide d'essais respectivement à la traction uniaxiale, à la 
compression et au cisaillement pur. 

Il est évident que la théorie de résistance de Jagne-Boujinski permet 
de déterminer non seulement les particularités de la résistance à la traction 
et à la compression, mais aussi de la résistance au cisaillement. 

Critère de résistance de Pissarenko-Lebedev. Parmi les théories moder- 
nes on doit mentionner celle proposée par G. Pissarenko et A. Lebedev 
et fondée sur l’hypothèse selon laquelle l'apparition de l’état limite est 
conditionnée par la capacité du matériau de résister aux contraintes aussi 
bien normales que tangentielles. 

Selon cette théorie, il faut prendre le critère de résistance sous forme 
de fonctions des contraintes tangentielles (par exemple, les contraintes 
tangentielles octaédriques) invariantes par rapport à l’état de contrainte, 
ainsi que de la contrainte normale maximale. 

Dans ces conditions, le critère de résistance peut être écrit dans la 
forme suivante 


s c=6lr, 


Toct T M01 & M. (6.23) 


Exprimant les contraintes #1, et »1, par des contraintes limites en 


. _ 0 . ._ 
traction uniaxiale a, et en compression uniaxiale o2 (notamment, par 
Cécr ©t Técr.ir) la condition (6.23) s'écrit: 


3 
V2 “oct + (l—7)0, <o+, 


ou bien si l’on passe à l'intensité des contraintes 


10 + (1—X)a <o4, (6.24) 


avec 


+ 
Z = 
0 
oO 
CAE e 0 0 ° 
Pour un matériau se trouvant en état plastique, lorsque a: -= a- ; 


Z = 1, l'expression (6.24) se transforme en critère de résistance corres- 
pondant à la théorie de modification de la forme; pour les matières fragiles 
ayant Z = 0, l'expression (6.24) se transforme en première théorie de 
résistance. Pour 0 < Z < 1, ce qui correspond à la majorité des matériaux 
de construction utilisés en pratique, la surface limite selon l'équation (6.24) 
se présente comme une figure également inclinée par rapport aux axes 
principaux dans laquelle est inscrite une pyramide hexaédrique corres- 
pondant à la théorie de Coulomb-Mohr et décrite par la formule (6.19). 

La théorie représentée par le critère (6.24) s'accorde très bien avec 
les données expérimentales pour une grande quantité de matériaux de 
construction suffisamment homogènes. 

Pour les matériaux ayant une structure assez hétérogène (certains 
produits métallocéramiques, graphites, mousse plastique, pierre fondue, 
etc.) on a proposé la condition 


10; + (1—X)a4!7 = 9}, (6.25) 


: O1 + O2 + O3 ; : 
Où J = ——— ——— est le paramètre de l'état de contrainte, 4, para- 
Oi 
mètre de la structure du matériau dont la moyenne statistique pour ces 
matériaux est de 0,7-0,8. 
La valeur précisée du paramètre À peut être déterminée à l’aide de 


données obtenues lors des essais de torsion 


p-V3x 


pet 


« oq e e. e e e. 
où p= = , % étant la contrainte limite en torsion. 
{ 


Critère de résistance de Davidenkov-Friedmann. Ce critère est basé 
sur l'analyse des diagrammes de l’état mécanique tracés à partir de cette 
idée-là que, en fonction du type de l’état de contrainte, les matériaux 
peuvent être détruits soit par des contraintes de traction (par arrachage) 
soit par des contraintes tangentielles (par cisaillement). Ceci nous amène 
à distinguer deux caractéristiques de résistance: dans le premier cas, résis- 
tance à l’arrachage S,,, constituée par la valeur des contraintes normales 
sur la surface de destruction, et, dans le second, résistance au cisaillement 
t.is Constituée par la valeur des contraintes tangentielles. Ces deux carac- 
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téristiques de la résistance S,,, et .;. ne dépendent pas du type de l'état 
de contrainte. Les courbes de déformation ne dépendent pas non plus de 
l'état de contrainte. 

La destruction du matériau par arrachage est décrite par la deuxième 
théorie de résistance 


Céan — C1 — UCA + G3) = Sie (6.26) 


tandis que la destruction dans le second cas l'est par la troisième théorie 
de résistance 


O Ee C3 
Tmax — und — fois. (6.27) 


Le diagramme de l'état mécanique se compose de deux diagrammes 
(fig. 102): diagramme en coordonnées Tu, Géant — Sarr et diagramme 
Tmaxr Ymar. On trace sur le diagramme les lignes limites correspondant à 
la limite d'écoulement en cisaillement 74, à la résistance au cisaillement 
la ainsi qu'à la résistance à l'arrachage S,,,. La déviation à droite de 
la ligne de résistance à l'arrachage, au-dessus de la limite d'écoulement, 
correspond à une augmentation de la résistance à l’arrachage accompagnant 
l'apparition de déformations résiduelles. 


dmox 


Pour caractériser le type d'un état de contrainte on a introduit le 
coefficient de douceur 


a= max, (6.28) 
Géqu 


Divers états de contrainte sont représentés sur le diagramme par des 
rayons dont les tangentes des angles d'inclinaison sont égales à «. 
En traction multilatérale (o, = o; = 03) on a 
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et le rayon coïncide avec l'axe des abscisses. En traction simple (o,= 5: 
O3=0G3=0)ona 


Ce 4 
Tmax — ps 5 Oéqu — OC, = 0,5. 


En compression simple (a, = © = 0; as = — a) 
Oo | 1 
Tmax — EY » Céqu —uO, à — 2u + 


Posant # = 0,25 on a «x = 2. 

Considérant les rayons correspondant aux divers états de contrainte 
d'un matériau, on peut établir approximativement le type de destruction 
et choisir en conséquence la théorie de résistance convenable. 

Considérant sur le diagramme le rayon / on voit qu’il est le premier 
à couper la ligne de résistance à l’arrachage. Par conséquent, le matériau 
sera détruit par arrachage sans passer par une déformation plastique 
préalable. Le rayon 2 coupe d'abord la ligne d'écoulement et ensuite 
celle de la résistance à l’arrachage. On en conclut que pour l'état de con- 
trainte donné c'est le déplacement plastique qui précède la destruction 
par arrachage. Pour l'état de contrainte caractcrisé par le rayon 3, la 
destruction se produit par cisaillement après une déformation plastique. 

Dans le cas où le rayon coupe d'abord la ligne de résistance à l’arra- 
chage on doit se servir de la théorie de Coulomb-Mohr, de la première 
ou de la deuxième théorie de résistance. Si c’est d’abord la ligne de limite 
d'écoulement qui est coupée, le calcul doit se faire d'après la troisième 
ou la quatrième théorie de résistance. 

Ainsi, les diagrammes de l'état mécanique reflètent, avec un certain 
degré d’approximation, le type de la destruction en fonction du type de 
l’état de contrainte. 

Notons que les rayons représentant l'état de contrainte ne sont recti- 
lignes que jusqu’à la limite d'écoulement. 

Pour conclure ce chapitre, présentons sous forme d’un tableau le 
résumé des théories de résistance passées en revue plus haut, ainsi que 
d’autres utilisées en résistance des matériaux (tabl. 12). 
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CHAPITRE 7 


Traction et compression 


8 39. Traction (compression) des barres; 
calcul tenant compte du poids propre 


La contrainte dans une section quelconque d'une barre, de section cons- 
tante, soumise à l'action d’une force extérieure de traction (fig. 103, a), 


P j 
Ft#! 


vo 


# 


ut 
QTS 
| 


Î 
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À 
= 
dl 

D 


nv IT 


a ] 
FIG. 103 


compte tenu du poids propre de la barre, peut être déterminée à l’aide 
de l'hypothèse des sections planes d’après la formule: 


= NG) . (7.1) 


o 
F 


ici 
NG) = P + yF2, 
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où Fest l’aire de la section transversale, y, poids spécifique. Il est évident 
que 


INC) imax = P + 7H; 
IN(Z)Imax : P + ;H ? 


Omax — FF. = tr 


La condition de résistance est donnée par 


o P 
max — F + l< [o] 


ou encore 


F > 


To] REP TRE (7.2) 


Pour P=0 
max = rh 

tandis que la condition de résistance prend la forme 
1 < (o]. 


D'où l’on tire la longueur limite ne provoquant pas la destruction de la 
barre sous l'effet de son propre poids 


G] 


him = 


la longueur critique provoquant la destruction de la barre sous l'effet 
de son propre poids est 


Oécr 
ler = a 
4 
Le déplacement d’une section quelconque se trouvant à une distance z 


de l'extrémité libre de la barre sollicitée par une force extérieure P (fig. 103,a) 
est donné par la formule 


Ul I 
N(@) (P + yF$) dË P(I — 2) ra 
G) ( Er dé e ne EU — 2. (19) 
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Le déplacement de l'extrémité inférieure de la barre est évidemment 
égal à l'allongement total de la barre; il est donné par la formule: 


: EL ; 
À(2Z):-0 = À! = Le + DE : 
Tenant compte de ce que le poids de la barre est Q = >/F, on a 
Al = + E A . (7.4) 
EF  2EF 


La fig. 103,b,c,d montre les diagrammes des forces axiales, des 
contraintes et des déplacements. 


8 40. Barre d’égale résistance 
en traction (compression). 
Barre à gradins 


On appelle barre d'égale résistance en traction (compression) une barre 
qui présente dans chaque section transversale des contraintes constantes 
égales à la contrainte admissible. L’aire de la section transversale d’une 


telle barre (fig. 104) varie suivant la fonction 
Yz 
FG)= Fel, EL 


P : “. ne 
où F5 = G] est la section minimale de la barre à l'endroit où la charge 
O 


est appliquée; >, poids spécifique; z, coor- 
donnée courante; e, base des logarithmes 
naturels. 


Aire maximale de la section 


/l 1 


Fax = Fell ER Er els, (7.6) 
[o] 


Le poids de la barre Qest déterminé à 
partir de la condition P + Q = (o] Fs 
d'où l'on tire Q={o] Fax — P, Où alors en 

y1 
tenant compte de (7.6) Q = P(el°l — 1). 
Le rétrécissement relatif en compression d’une barre d’égale résistance 


FIG. 104 


G 
s'exprime par € — 7 , tandis que le rétrécissement absolu, par 


Al = el = _ LA (7.7) 
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Une barre de résistance égale eu égard à l’action des forces axiales 
représente la solution optimale du point de vue de l’utilisation rationnelle 
du matériau, ce qui est important lorsque la longueur de la barre est grande. 

Une barre à gradins se compose de tronçons (gradins) ayant l'aire de 
la section transversale constante pour chaque tronçon isolé. Pareille barre 
occupe une place intermédiaire entre la barre à aire de section transversale 
constante et la barre d’égale résistance. 

Si les longueurs des éléments sont 4, 
basses nsc .n €t les sections respectivement F;, 
Fa, Faye es Faye Fins Va Section du z-ième tron- 
çon (fig. 105) peut être calculée à l'aide de la 
formule 


cs P{o}"”-1 
((o] — 72) (lo) — >4)... (lol-;1,) 


Si les longueurs des tronçons sont égales: 


(7.8) 


Fn 


L=bh=t... ==... == ’ 


= — 1 (7,9) 
Un » À nr 
G ne [1- + 
m {o] m1 FIG. 105 


où m est le nombre de gradins que compte la barre; /, la longueur de 
Ja barre. 


8 41. Structures hyperstatiques 


On appelle structures hyperstatiques les structures pour lesquelles les efforts 
qui sollicitent leurs éléments ne peuvent pas être déterminés à l'aide des 
équations de la statique. On est donc amené, lorsqu'on: veut résoudre les 
problèmes hyperstatiques, à se servir, en dehors des équations de la sta- 
tique, d'équations qui rendent compte des déformations des éléments 
de la structure étudiée. 

Toutes les structures hyperstatiques possèdent des liaisons dites 
surabondantes sous forme d’ancrages, de tiges ou d’autres éléments. 
Ces liaisons sont dites surabondantes parce qu'elles ne sont pas nécessaires 
pour assurer l'équilibre de la structure ou son invariabilité géométrique, 
leur seul but étant de rendre la structure plus résistante et plus rigide. 
Le nombre d’inconnues supplémentaires ou le degré d’hyperstatisme du 
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système est défini par la différence entre le nombre d’inconnues à déter- 
miner et le nombre d'équations de la statique. | 


Si le système possède une seule inconnue surabondante on dit qu’il 
a un degré d'hyperstatisme; s’il a deux inconnues surabondantes, on 
l'appelle système à deux degrés d'hyperstatisme, etc. Les structures de 
la fig. 106, a, b, d,e,f possèdent un degré d'hyperstatisme; la structure 
de la fig. 106, c possède deux degrés d’hyperstatisme. 


a b C 
P 
p 
r P 
d e f 
FIG. 105 


La solution des problèmes hyperstatiques se fait en quatre étapes. 


1. Aspect statique du problème. On écrit l'équation d'équilibre des 
éléments sectionnés de la structure dans lesquels des efforts inconnus 
sont présents. 


2. Aspect géométrique du problème. On établit le rapport entre les 
déformations de divers éléments de la structure à partir de la condition 
de compatibilité des déformations. Les équations obtenues sont appelées 


équations de compatibilité des déformations. 
3. Aspect physique du problème. Dans les équations de compatibilité, 
en se basant sur la loi de Hooke on exprime les déformations des éléments 
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de la structure par l'intermédiaire des cflorts inconnus agissant dans 
ces éléments. 

4. Synthèse. La solution simultanée des équations obtenues fournit 
les valeurs des efforts inconnus. 


FIG. 107 


Nous donnons ci-bas un exemple de calcul d’un système de suspension 
à trois tiges, à un degré d’hyperstatisme (fig. 107, a). 
1. Aspect statique du problème (fig. 107, b) 


ZX = Nisinx— Nsinx=0; (7.10) 
ZY=N,+AN,cos «a + N,cos a — P = 0. (7.11) 

D'après (7.10) il vient 
N3= Na, (7.12) 

et d’après (7.11) 
N +2N, cos a = P. (7.13) 
2. Aspect géométrique du problème (fig. 107, c) 

Als = Al, = Al, cos x. (7.14) 


3. Aspect physique du problème 


N,l Nl 
A,=—2;, 41 = (7.15) 
EF; EF: 
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4, Synthèse. Introduisant (7.15) dans (7.14) on obtient 


= ——— COS x. (7.16) 
EF: EF; 
Résolvant ensemble les équations (7.16) et (7.13) on obtient: 
P 
A  ————— : 
c 
1 + 2 —? cost x 
C1 
x (7.17 
P — cos a 
C1 
Ne _ , 
C3 À 
1+2— cos°x 
Ci 
où 
E;F, E.Pa 
= ——, C2 — ° 
b L, 


Les efforts N, et N, dépendent donc du rapport des rigidités des tiges. 
Par conséquent, quand on effectue des calculs d'élaboration d’un projet, 
on peut évaluer ces efforts en fixant un certain rapport entre les rigidités 
des tiges. Et c'est là une des particularités du calcul des systèmes hyper- 
statiques de barres. On trouvera dans le tableau 13 les formules prêtes 
pour la détermination des efforts dans certains systèmes de barres Îles 
plus simples. 


& 42. Calcul des fils flexibles 


On appelle fil flexible une tige qui ne résiste qu'à la traction. Des six com- 
posantes des forces intérieures pour les fils flexibles, seule la force axiale n’est 
pas nulle. 

On classe dans cette catégorie fils électriques et télégraphiques, chaînes 
des ponts suspendus, câbles de téléfériques, etc. Les points de suspension 
des fils flexibles peuvent se trouver soit sur un même niveau soit sur des 
niveaux différents (fig. 108, a, b). 

C'est son poids propre d'intensité gr = ;yF qui constitue la charge 
principale agissant sur le fil flexible fait en un matériau ayant pour poids 
spécifique ; et pour aire de la section transversale F. Cependant dans un 
fil flexible la charge peut être engendrée non seulement par son propre 
poids mais aussi par d’autres facteurs, par exemple la pression du vent, 
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le poids de la glace coiffant éventuellement le câble. On suppose également 
que ces charges sont distribuées uniformément sur toute la longueur du 
fil. On désignera les intensités de ces charges respectivement par 4, et 4.. 


À 8 


FIG. 108 


Selon les conditions climatiques de la région on suppose l'épaisseur 
de la glace égale à 0,5-2,5 cm. 
La pression du vent dans le plan horizontal est 


ou pd 
ou bien 
y = KX Qn d, (7.18) 
p étant la pression, d, le diamètre du fil coiffé de glace, Æ — 1,2, le coeffi- 
cient aérodynamique, x = 0,85, le coefficient de variation de la pression 
du vent, q.. la vitesse de la poussée. Exprimant cette dernière en fonction 


de la vitesse du vent en mètres/s et d en mètres, on obtient la valeur de 
l'intensité de la charge de vent 


q, = 636: 107v°d [kgf/m)]. (7.19) 


L’intensité totale de la charge sollicitant le fil flexible peut être déter- 
minée par la formule 


qa=Var+aÿ+a. (7.20) 


Le plan sur lequel agit la charge totale et qui coïncide avec le plan 
de la flèche du fil ne sera pas vertical. 
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_Le fil flexible se rapporte à la catégorie des systèmes à un degré d'hyper- 
statisme. 

Voici les principales formules utilisées, dans le cas général, dans le 
calcul du fil flexible lorsque les points de suspension du fil se situent à 
des niveaux différents (fig. 109, a). 


FIG. 109 


D'habitude, on remplace la charge distribuée % qui agit sur le fil 
par une charge statiquement équivalente g répartie le long d'une travée 


de longueur /: 
h q 


LEE. 4 cos f 


En supposant le fil idéalement flexible on peut prendre les efforts de 
traction dans une section quelconque du fil pour tangentes à la courbe 
que forme le fil suspendu. Dans les points de fixation À et B, les efforts 
agissant sur le fil sont égaux aux réactions d’appuis T, et Ty. Considérant 
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l'aspect statique du problème, on aura, en décomposant les réactions 
d'appuis en composantes verticales (R) et horizontales (H): 


ZZ = Hy+ Hp = 0; 
= — Ry — Rg+q=0; 


[3 
ZMg= — Hyh +R: + =0, 


M 
es < 


d'où l'on tire 


H4 = Hg = H; (7.21) 

Rp (7.22) 
2 l ° | 

Rg = a _ H =. (7.23) 
2 l 


Considérant les conditions d'équilibre d'un tronçon du fil (fig. 109, b 
on trouve 


ZZ=-H+T,(2)=0 
ZY=—-R4+gz+T,(z)=0 
d'où 
TG) = H; (7.24) 


h. [4 
T (2) = TE + 4 [= :) (7.25) 


H étant la composante horizontale de l'effort, la même pour toutes les 


sections et qu'on appelle tension du fil. 
L'effort de traction total dans une section quelconque du fil est 


| Eh (I \R 
T(z) = VT2«) +T}(2) =] SE [x - — + a = :]| (7.26) 


et il sera maximal pour z = 0, c’est-à-dire 


ql h 7 
Tonax= |] H° + (5 + H—) k (7.27) 


Pour les fils à faible flèche (ceux dont la longueur réelle ne diffère pas 
de plus de 10°, de la longueur de la travée) la différence entre T,,, et H 
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n'est pas grande. Cela permet d'évaluer, avec suffisamment de précision 
pour la pratique, la résistance du fil à partir de la tension A. 
L'équation de la courbe de flèche du fil peut être obtenue si l’on 
égale à zéro le moment filéchissant supposant que la souplesse du fil est 
idéale: 
qgz° 


M(2) = R1z Pr Hy-— 3. = 0, 


d'où l'on tire en vertu de (7.22) 
! } 3 
y — (£ + | Z— 47° ’ (7.28) 


autrement dit, la courbe de flèche du fil a pour expression analytique 
celle d’une parabole. 

Notons que si l’on veut obtenir une solution exacte et qu’on considère 
à cet effet la charge uniformément distribuée le long du fil, et non le long 
de la travée, la courbe de flèche sera une chaïnette. Le deuxième membre 
de l'équation (7.28) est le premier terme du développement de l'équation 
d’une chaïinette en série de MacLaurin suivant les puissances de z. L’usage 
de la formule approchée (7.28) permet d'obtenir des résultats pratiques 
entièrement satisfaisants. 

Déterminons la position du point inférieur du fil suspendu dont les 
coordonnées sont z = a; y = f’ (fig. 110, a) en annulant la dérivée du 
deuxième membre de l'équation (7.28): 


dy ql h qz 


0 
dz 2H 1 H 
d'où 
I Hh 
Z=a=—+—. (7.29) 
2 ql 


Introduisant (7.29) dans (7.28) trouvons la flèche maximale du fil 
ql° Hh? h 
na == — + —— + —. 7.30 
Pme UT Sp + ge À 2 LE 


On distingue trois cas caractéristiques de la position du point infé- 
rieur du fil en suspension. 
1. Le point inférieur se trouve dans les limites de la travée, autrement 
dit a < I (fig. 110, a). D'après (7.29) cela a lieu lorsque 
x < 4 (7.31) 
2h 


2. Le point inférieur du fil se trouve en dehors de la travée. On a alors 
a > l'(fig. 110, b). Cela a lieu à condition que 


[2 
H > LE 
2h 


3. Le point inférieur de la flèche coïncide avec celui de la suspension; 
en d’autres mots a = / (fig. 110, c). La condition à remplir dans ce cas 
est la suivante 


(7.32) 


gl 


FIG. 110 


Dans les trois cas ci-dessus les coordonnées a et f” du point inférieur 
sont déterminées à l’aide des formules (7.29) et (7.30). 
Trouvons le rapport entre la tension H et la flèche f. Introduisant 


l 
dans (7.28) z — 5 y = 3. + f (fig. 111) on a: 


[3 
f= a (7.34) 
ou bien 
3 
H = Le . (7.35) 


La tension du fil exprimée à l’aide de la flèche maximale f”’ sera obtenue 
en résolvant l'équation quadratique (7.30) par rapport à H: 


__aiT, h TT 
= |r- 2 V0 5 | 


Si le point inférieur de la flèche se trouve dans les limites de la travée 
on affecte la racine du signe «moins», s’il est en dehors de la travée, on 
l'affecte du signe «plus». 
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Considérant l'aspect géométrique du problème, établissons le rapport 
entre la longueur du fil suspendu S, la travée / et la fièche f. La longueur 
d’un élément du fil peut être exprimée, compte tenu de la faible flèche, 
par la relation suivante: 


dS = lt + 5 = £ + dy Ï | a £ se (y dz. (1.36) 


FIG. 111 


dv 
Introduisant la dérivée de l'expression (7.28) _ dans (7.36) et intégrant 
Z 


pour toute la longueur, il vient 


S=l+— + -- 7.37 
“ 24H? L 21 Ne 
ou, si l’on tient compte de (7.35), 
8 /f* h° 
S=1+—— +: —. 7.38 
+ + 1 (7.38) 
L’allongement du fil suspendu, dû à la traction, est 
q°P h? 
4AS=S-L—-l+— + — — 72}, 7.39 
24H?" 21 ne 


où L est la longueur du fil non suspendu. 

Passant à l’aspect physique du problème, on détermine la relation 
entre la variation de la longueur du fil, d’une part, et la force de traction 
et la température, de l'autre. 
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Si l'on pose pour les fils en pente douce la traction de calcul H ct 
qu'on substitue à la longueur du fil la distance entre les points de suspen- 
sion /,, on peut déterminer l'allongement du fil à l’aide de la formule 


Hl HI 


AS Rs 5 Se ——— "je 
+ EF EF cos f 60 
L'allongement thermique est donné par la formule 
xl 
4S, = ali(t — 10) = (t — to), (7.40a) 
cos 


où west le coefficient de dilatation linéaire du matériau dont est fait le fil; 
to, température au moment où l’on suspend le fil, r, température pour 
laquelle on fait des calculs. 

La variation totale de la longueur du fil est 


HI al 
4S = AS y + AS, = EF cos À + on (4 — to). (7.41) 


Egalant les deuxièmes membres de (7.39) et de (7.41) qui expriment 
une même valeur de l’allongement du fil suspendu, on trouve 


qi h° HI al 


— (1 — to). 7.42 
EYTITI 2! EF cos f cos £ | o) (re) 


La résolution simultanée des deux équations (7.35) et (7.42) permet 
de déterminer la tension du fil H et la flèche f. Une fois déterminée 
la valeur de H à l’aide de la formule (7.27) on peut trouver 7,,,, et connais- 
sant Fee dernière grandeur, on peut vérifier la résistance à l’aide de la 
formule 


T. H 
er < (ol (7.43) 
ou bien en tenant compte de (7.35) 
qi 
Œ = 8fF < [o]. (7.44) 


Introduisant la notion de charge spécifique 
RE 
F 
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l'équation de la résistance (7.44) prend la forme 


= — <{o). (7.45) 


Notons que lors du calcul des fils électriques la section du fil Fse détermine 
à partir des considérations relevant de l'électricité pour, ensuite, faire un 
calcul de vérification à l’aide de la formule (7.45). 

Le cas particulier de calcul d'un fil quand les points de suspension 
se trouvent à un même niveau, c’est-à-dire lorsque 


cosB=cos0—1; h—0; R4 = Rp = . 


présente un grand intérêt pratique. Tout comme dans le cas général, 
les formules (7.34) et (7.35) restent valables; quant à l'équation de la 
compatibilité des déformations (7.42), elle s'écrira 
q°lS HI 
— ———— — al(t — to). 7. 
DH EF “(0 on 


En pratique on est souvent obligé de tenir compte de l'influence des va- 
riations de la température et de la charge sur la tension et la flèche du fil. 
Supposons qu’on a à déterminer la variation de la tension et celle de la 


qi 
Le 8/n 
eu égard à l'état initial »# qui avait cours au moment de la suspension 
And° 
| : … Bfm 

La solution du problème posé peut être obtenue en exprimant la 
longueur L du fil, pour l'état »17 et n d'après (7.46): 


L=1+ 


flèche pour l'état # caractérisé par les paramètres #,, q,, f,, H, — 


du fil et qui était caractérisé par les paramètres #,,, Qu, fins Hin = 


Qu Hi 

Lt TE  (r, — to); 
24Hn EF 
q2l Hi 

L= + — at, — to) 
24H53 EF 


Egalant les deuxièmes membres de ces équations et introduisant la substi- 
tution 
Am An Hy, ; H; 


po mp Vi Om Fr? On — F 
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on obtient finalement 
7°ÈFE YPE 
On — Ses = On =— 
240? 2402 


+ aE(tm — 1n). (7.47) 


La relation (7.47) est parfois appelée équation de l’état du fil. Elle 
peut être écrite sous la forme suivante 


2 ÊE y PE 
oi — La, on . a(fh =. | o — 24 = 0, (7.48) 


ou bien en tenant compte de ce que 


sous la forme 


3 3 
— | 2+ EE LE In) — — 


Si les niveaux auxquels se situent les points de suspension du fil diffè- 
rent, l'équation de l'état du fil s’écrira 


3 (ln — Un) 
3 Du ER ARR 
L ds 7.8 ji cos f 
(7.50) 
US lg nt : 
7 64 Efh ls -- 64 Ecosf 


C'est la méthode graphique qui est la meilleure façon de résoudre 
l'équation cubique (7.49) ou (7.50) par rapport à f,. Ainsi, en récrivant 


cette équation sous.la forme fi — af, —b=0ou f3= af,+b, où a et b 
sont des grandeurs connues, on trace les courbes 


Y=SS et y = afn +b. 


L'abscisse du point d’intersection de la parabole cubique ainsi obtenue 

avec la ligne droite donne la valeur de la flèche recherchée f, (fig. 112). 

Lors du calcul de la résistance d’un fil il convient de tenir compte 

de la combinaison éventuelle des conditions les plus défavorables, celle 

ou < du dépôt de glace, qui provoquent les tensions maximales 
ans le fil. 
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Il résulte de l'équation d'état (7.47) que lorsque les flèches sont faibles, 
i.e. /—0 


On = Om ? AE — 1») 


autrement dit, la variation de la tension dépend principalement des va- 
riations de la température. 


FIG. 112 


Dans le cas de travées importantes, avec / — oc, 
1n 
On — Om 
Ym 


autrement dit, la tension dépend principalement de la charge. 

On appelle longueur critique du fil {, une longueur telle que la 
tension dans le fil est la même pour les deux états dangereux (c’est-à-dire 
la charg: maximale pour l'état # et la température minimale pour l'état #1), 
de sorte que 


On = Om = (0). (7.51) 
Supposant que #, correspond à la température du dépôt de glace (géné- 
ralement 4 =—35"C) pour laquelle ;:, = ;,3,, alors que f,, correspond 


à la température la plus basse, 11, pour laquelle seul le poids propre : 
agit sur le fil, c'est-à-dire ;,, = ;, on trouve la longucür critique /,, du fil 
à l’a:d: de (7.48) tenant compte de (7.51) 


Comparant la travée calculée / avec la travée critique Z, on voit que 
pour / < /,, la tension maximale est atteinte pour la température la plus 
basse, pour / + /., la tension maximale l’est lorsque la charge est maximale. 
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Tableau 13 
Efforts dans les systèmes de barres élémentaires 


E — module d’élasticité du matériau dont est faite la barre; 
F — aire de la section transversale de la barre 


Schéma du système de barres Efforts longitudinaux dans les barres 


N = p °°: (x: + ap) . Ni=P coe: _ 
sin (x, +a,) sir(z, + 2.) 


cos (a, + ap), N,=P°% (tm: — ap). 


N,; = P eu 5 
sin(z;, + a) sin (2, + a) 
N; = — PSG 1) sin % 

sin(z;, + 2:) 
P Fi * cos! z 
M = N n. = - , 
14 2 EP cos à 
E: E 
P 
Na — er 
l + 2H cos? = 
Ei ‘3 


Suite 


Schéma du système de barres Efforts longitudinaux dans les barres 


: 
Ni=P Er cos? a: 
2 Z E;Fi cos? &i 
i=1 
2a8s+cj (: + ) o? — y — 


24,9) + af (: + _. + of + — : 
EF, 


+ aÿ ErFs aa; EF, a 
1F EF E;Fi EF 


22,0, + 0j (: + ee )+ «à (: + ner) 
s°3 if 1 


— A0: EF + ae, (1 + EF + Aüi 


CHAPITRE 8 


Cisaillement 


& 43. Cisaillement. Calcul de glissement 


La déformation de cisaillement est caractérisée par le fait que des six 
composantes du vecteur principal de la force R et du moment principal Af 
seule la force tranchante Q, (ou Q.) n'est pas nulle, alors que toutes 
les autres sont égales à zéro. 

En tant qu'exemple de cisaillement ou de glissement on peut citer la 
déformation d’une bande de métal au moment de son découpage aux 
cisailles (fig. 113, a, b). En pratique, il est difficile d'obtenir la déformation 
de cisaillement dans sa forme pure étant donné qu'elle est ordinairement 
accompagnée d'autres déformations, le plus souvent de flexion. 

Dans le cas d'une charge agissant comme l'indique le schéma repré- 
senté sur la figure on a pour le segment 
be la force tranchante: 


Q = P, (8.1) P 
et le rapport entre les contraintes tan- bc b ce’ 
gentielles r et la force tranchante sera ET 
(1 1% 
(rar = 0. (8.2) 
F a b 
FIG. 113 


Supposant que les contraintes tangen- 
tielles r sont uniformément distribuées 
sur le plan de la section transversale F (fig. 114) on a d’après (8.2): 


2 
F ] 


T = 
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Ou bien en tenant compte de (8.1) 
P 
T— —, (8.3) 
F 


L'hypothèse de l’uniformité de distribution des contraintes tangen- 
tielles sur le plan de la section est assez conventionnelle car d'après la lo; 


FIG. 114 


de la parité les contraintes tangentielles sont nulles au voisinage des faces 
supérieure et inférieure. Cependant, cette hypothèse cest largement adoptée 
dans la pratique pour le calcul des boulons, des joints rivetés et soudés, 
des clavettes, etc. 


& 44. Cisaillement pur 


Le cas de l’état de contrainte plan pour lequel sur les quatre faces d’un 
élément délimité seules les contraintes tangentielles sont présentes (fig. 115) 
est appelé cisaillement pur. Trouvons la valeur des contraintes principales 
pour le schéma des charges reproduit sur lafig. 115,a. Pour ce faire, 
on construit d’abord le cercle de Mohr (fig. 115, b) tenant compte de ce 
que dans ce cas 6, = 68 = 0; r, = —7+; rg — 7t. De ce cercle on tire 


G—= — C3 =T. (8.4) 


Pour les contraintes moyennes sur les plans principaux qui coïncident 
avec la face d'avant, on a 0, = 0. Les plans principaux sont inclinés par 
rapport aux faces de l'élément sous un angle de 45°. Sous l'effet des con- 
traintes tangentielles un élément abcd de forme carrée ayant pour côté a 
va se transformer en losange a‘’b‘c‘d’. La déformation de cisaillement 
pur consiste en la modification des angles droits. Si l’on se représente 
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a titre d'illustration l'élément soumis au cisaillement pur comme étant 
encastré à l'un de ses côtés (fig. 116) on aura 


FIG. 115 


Vu Ja faible valeur de l’angle on peut poser tg y = 7; le déplacement 
relatif est alors: 


De (8.5) 
a 


La dépendance entre la charge et la déformation de cisaillement 
cst montrée sur le diagramme de cisaillement (fig. 117) qu'on obtient de 
la même manière que le diagramme de contraintes établi pour des essais 
à la traction. 


FIG. 116 FIG. 117 
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Il est évident que dans les limites où la dépendance entre y et r 
reste linéaire la relation suivante est valable: 


y=— ou T—=6G?, (8.6) 


où G est le coefficient de proportionnalité qu'on appelle module d'élasticité 
en cisaillement où module d'élasticité de second ordre; ce coefficient a pour 
dimension kgf/cm? (ou kgf/mm®). Les formules (8.6) expriment la loi 
de Hooke pour le cisaillement qui est représentée en coordonnées relatives. 
Il résulte de la fig. 116 que l'allongement 4/ de la diagonale 4C = / — 


= aÿ2 est 


7 + 45 
Al= CC cos | — — — | = CC, cos 45° = —, 
4 2 ÿ2 


tandis que l'allongement linéaire relatif de la diagonale (suivant l’axe o,) 
est 


Al 45 n 
ÉTÉ 
ou bien, d'après (8.6), 
T 
E = 5 (8.7) 


Appliquant la loi de Hooke généralisée au cisaillement pur (fig. 116) 
on a 
1+4u 


e= EE = E T. (8.8) 
Egalant les deuxièmes membres des égalités (8.7) et (8.8) il vient 
= EE ; (8.9) 
2(1 + x) 


1 1 
Pour nu = : _ 3° G = (0,375 - 0,4) E. 


Utilisant (8.5) exprimons le déplacement absolu 4s par Q = Fr: 
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c'est-à-dire 
45 = — . (8.10) 


La formule (8.10) donne, en unités absolies, la loi de Hooke pour le cisail- 
lement. 

L'énergie potentielle de déformation en cisaillement s'obtient de la 
formule 


4sQ Q'’a 


Ds ee. 


2 2GF 
L'énergie potentielle spécifique de déformation en cisaillement est 
U 3a LS 
V  2GFaF  2G 


où V'est le volume de l'élément. 


Les contraintes principales qui apparaissent en cisaillement pur 
(fig. 115, a) sont égales à 


CG =T, O3 = 0; O3 = —T. 


Les conditions de résistance en cisaillement pur s'écrivent 
d’après la première théorie de résistance 


a=Tt< {o); (8.12) 
d'après la deuxième théorie de résistance 
O1 — 03 < (lo). 


Introduisant les valeurs des contraintes principales, il vient 


= fr]. (8.13) 
Pour les métaux, # = 0,25-0,42, ce qui donne [Tr] = (0,7-0,8) [o]. D'après 
la troisième théorie de résistance on a 

Oï ni Os & {o], 
d'où 


T < 1 {r] (8.14) 
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et la contrainte admissible est 
[r] = 0,5 (o]. 


D'après la quatrième théorie de résistance 


Vo? + 03 — c:5: a ni oc — 0103 {o]; 


d’où il résulte 
Fe Soébt 
[3 


Notons que lors du calcul des pièces en matériaux plastiques (boulons, 
rivets, clavettes, etc.) c'est la dernière formule qui convient le mieux. 


$ 45. Quelques exemples de calculs 
de cisaillement 


Calcul des joints boulonnés ou rivetés. Quand on calcule au cisaillement 
les boulons (fig. 118, a), on suppose que la distribution des forces exté- 
ricures agissant sur le boulon, d’une part, et celle des contraintes tangen- 
tielles dans la section soumise au cisaillement, de l’autre, se réalisent 
d’après le schéma reproduit sur la fig. 118, b. 

La condition de résistance du boulon au cisaillement peut s’écrire 
sous la forme 


Ta < fr] 
ou bien, tenant compte de ce que Q = P (fig. 118,c)et F = — ; 


Tmnax nu xd? « [r]. 


Ceci nous permet d'évaluer le diamètre du boulon 


4P 
d= VS (8.15) 
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Lors du calcul des assemblages boulonnés ou rivetés il convient de 
tenir compte de ce que la charge appliquée aux éléments des joints pro- 
voque, en dehors du cisaillement, le froissement des surfaces en contact. 


rs 
| 


CREER 
LIT 
VV NS 


P 


Lune 


FIG. 118 


On entend par froissement la déformation plastique qui se produit sur 
la surface de contact. 

Le calcul de froissement se fait d’une manière approximative étant 
donné que la loi de la distribution de pression sur la surface de contact 
est mal connue. D’habitude, on part de l'hypothèse d'une distribution 
non linéaire des pressions (fig. 119, a) supposant que la pression est pro- 
portionnelle à la projection dF, de l'aire dF de la surface cylindrique sur 
le plan diamétral 

q dF 


qi 7 


La contrainte maximale de froissement pour la surface cylindrique s'ex- 
prime par la formule 
P P 


ER ms 


Fr  ôd 
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FIG. 119 


où F,, = ôd est l'aire de projection de la surface de contact sur le plan 
diamétral (fig. 119, b). 
La condition de résistance au froissement a la forme suivante 


P 
A mr er < [or]. (8.16) 


La contrainte admissible pour le froissement déterminée expérimen- 
talement est posée égale à 


[or] — (2 œi 2,5) [o_ ]. 
D'après (8.16) on peut évaluer le diamètre cherché du boulon 


na (8.17) 
É Ôlorr] ° 


Des deux valeurs des diamètres déterminées à l'aide des formules 
(8.15) et (8.17) on prend la plus grande et on l'arrondit à la valeur nor- 
malisée 


Etant donné que les boulons et les rivets affaiblissent les tôles à joindre, 
celles-ci sont soumises à l'essai à la rupture dans les sections les plus 
affaiblies. Dans le cas d’un seul boulon utilisé, la condition de résistance 
est donnée par la formule 


Fin ô(b Es d) k 


où b est la largeur de la tôle. 


Examinons le comportement d’un assemblage riveté dont les rivets 
sont soumis à un cisaillement double (fig. 120). 
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Supposant que les efforts de traction N sont uniformément répartis 
entre tous les rivets et fixant arbitrairement le diamètre du rivet d et 


A AA 
: : 
al 


FIG. 120 


l'épaisseur de la tôle à nous trouverons le nombre de rivets ÿ à partir 
de la condition de résistance au cisaillement 


il < [r] 
T = 7]; 
rd? 
2i — 
4 
| 2N 
> ee —— — 
nd?{r) 
ou bien à partir de la condition de résistance au froissement 
(cs, ] > à 
On = — < : > : 
a 0 Gb. 


Calcul des joints soudés. On calcule d’habitude au cisaillement (et 
par des méthodes approximatives également) certains assemblages soudés. 
Ce sont les assemblages bout à bout et ceux réalisés au moyen d'une 


FIG. 121 


soudure d’angle ou d’une soudure à cordon. Les assemblages bout à bout 
sont utilisés lorsque les tôles à assembler doivent se trouver dans un même 
plan. Lorsque l'épaisseur des tôles Ÿ < 8 mm, les bords des tôles sont joints 
tels quels (fig. 121, a). A partir de Ô > 8-20 mm les bords sont chanfreinés 
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et on soude d'un côté seulement. On obtient ainsi un Joint soudé en V 
(fig. 121, b); lorsque Ô > 20 mm les bords sont chanfreinés de deux 
côtés et l'on obtient un joint en X (fig. 121, c). On calcule ces joints à 
la rupture. L’épaisseur calculée des joints 
est supposée égale à l'épaisseur de la tôle 
Ô (l'épaisseur des débordements n'est pas 
prise en considération). 


Les soudures d'angle sont utilisées 
lorsque les tôles à assembler sont paral- 
lèles ou perpendiculaires. On classe dans cette catégorie les assem- 
blages à recouvrement, les soudures à couvre-joint et les joints en T. 
Si le sens de la soudure est perpendiculaire à l'effort, celle-ci prend le 
nom de soudure frontale. La soudure parallèle à l'effort est appelée soudure 
latérale. On utilise aussi les soudures inclinées (fig. 122) orientées sous 
un certain angle par rapport à la force active. La fig. 123 montre un assem- 
blage de tôles à recouvrement avec des soudures frontales, la fig. 124, 
une soudure à couvre-joint. La fig. 125 est un joint en T. 

Dans les calculs des joints soudés on ne tient pas compte d'habitude 
des débordements tout en supposant que la section de la soudure d'angle 
a la forme d’un triangle rectangle isocèle (fig. 126, a, b). La destruction 
de la soudure se produit suivant sa section la plus faible et dont la hauteur 
est égale à 


m = 0 cos 45° = 0,7 Ô. 
L’aire de calcul de la section transversale de la soudure de longueur / sera 
F — ml = 0,7 ôl. 


Le calcul des soudures tout comme celui des rivets se fait dans l’hypothèse 
d'une distribution uniforme des contraintes sur la section des joints. On 


FIG. 123 FIG. 124 FIG. 125 


trouve quelques valeurs des contraintes admissibles à utiliser dans le 
calcul des joints soudés des structures en acier CT 3 dans le tableau 14. 

Calcul de la soudure frontale. Tenant compte de ce que la résistance 
de l'acier au cisaillement est inférieure à celle à la traction, on néglige la 
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composante des contraintes normales dans la soudure frontale et on fait 
un calcul empirique des soudures au cisaillement supposant que les con- 
traintes tangentielles sont distribuées uniformén:ent sur le de plan la sec- 


tion 4ABOD (fig. 126). Lors du calcul des sou- 
durcs frontales dans les assemblages à recou- 
vrement on tient compte de deux soudures 
supérieure et inférieure. Leur surface totale est 


F = 2ml = 2:0,7 1 = 1,4 ôl. 
La condition de résistance au cisaillement cst 


P P 
PE [rétcctr ]- 


F 1,4 Ôl 


La longueur calculée de la soudure frontale 
l. est donnée par la formule 


1. — P 
$ 1,4 Orérccr) | 


es, 
Q 
> $ 
L c 
b 
FIG. 125 


Considérant que sur les deux extrémités de la soudure il y a une péné- 
tration incomplète, la longueur réelle de celle-ci est adoptée de 10 mm 


inférieure à la longueur réelle /: 


[= [1 — 10 mm. 


Calcul des soudures latérales. Les soudures latérales sont les plus 
utilisées dans la pratique. Ces soudures sont moins rigides que les soudures 


RBESSERDENATRRUR 
CCCLELETEECLULLLEL 


FIG. 127 


frontales; ceci est dû à une plus grande étendue du métal dans le sens de 
l'action de l'effort. Les soudures latérales sont toujours réalisées par 
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couples, sur les deux côtés. Elles travaillent au cisaillement dans la section 
bissectorielle (fig. 127). La surface de cisaillement des deux soudures est 


F = 2:0,7 O({ — 10 mm) = 1,4 d(/ — 10 mm). 
La condition de résistance au cisaillement est 


P P 
ER Se [Tétectr. ]. 


F 1,4 à(/ — 10 mm) 


La longueur de la soudure est donnée par la formule 


P 
= —————— .; 10 mm. 
1,40 [Tétectr. ] 


Calcul des encastrements. Les encastrements appartiennent à la classe 
des assemblages dont la résistance est considérée principalement comme 
fonction de la résistance au cisaillement. Ils sont utilisés en charpenterie 
pour assujettir les éléments de charpentes (fig. 128). Le bois étant un maté- 
riau anisotrope, ses propriétés mécaniques dépendent de l'orientation des 
efforts par rapport à celle des fibres. 


Ainsi, la limite de résistance du pin le long des fibres est égale à 
400 kgf/cm?, celle au travers des fibres est de 50 kgf/cm?; pour le chêne 
on a respectivement 500 kgf/cm? et 150 kgf/cm°. Etant donné le caractère 
différent de la résistance du bois en fonction de l'orientation des fibres 
et de celle des efforts appliqués on doit choisir en conséquence les con- 
traintes admissibles. On trouvera quelques données rélatives aux contrain- 
tes admissibles pour le pin et le chêne dans le tableau 15. 


y 
À 
ea I 


AL 


FIG. 128 


A titre d'exemple examinons le calcul de l'assemblage du pied d’arba- 
létrier avec un tirant de charpente de comble (fig. 128). On désignera 
par « l’angle formé par l’axe du pied d’arbalétrier et celui du tirant de 
charpente de comble et par N l'effort agissant le long du pied d'arbalétrier. 
Section du pied d’arbalétrier: F = hb. Le bout du tirant de charpente 
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de comble est sollicité par un effort de cisaillement dirigé le long des 
fibres et résultant de la projection horizontale de la force N 


N, = N'cos 2. 


La longueur de la partie du tirant de charpente de comble x au-delà de 
l’encastrement est déterminée à partir de la condition 


N, N, 
Tmax = Bs x < [r], 
d'où l'on tire 
N, 
Fée = bx > Fr] » 
et 
N N' cos x 


X>— = ———— 
bfr] bfr] 
La surface requise du froissement de l’encastrement sera 


M 


(os) 


Fias = 0Y > 


La profondeur de l'encastrement est fournie par la formule 


Tableau 14 
Contraintes admissibles pour joints soudés, en kgf/cm? 


| | 
T de défor- Soudage manuel à l'arc: Soudage automatique et 
on de Symboles électrodes à enrobage [soudage manuel (électro- 
mince des à enrobage épais) 
: | 
Traction lo éjectr.] | 1000 1300 
Compression logicctr.) 1100 1450 
Cisaillement [tétectr-l 800 1100 


a 


Tableau 15 
Contraintes admissibles pour le boîs 


Contraintes admissibles en kgf/cm! 


Type de déformation Symboles 
pin chêne 
Traction (a+) | 100 130 
Compression le long des fibres ct 
froissement du bout fon «à À 129 150 
Froissement dans les encastrements 
le long des fibres {ere ) 80 110 
Froissement, perpendiculairentent | 
aux fibres (pour les longueurs de | 
plus de 10 cm) Ofrn 24 48 
2 
Cisaillement dans Îles encastrements 
le long des fibres [r] s—10 S—14 
Cisaillement dans les encastrements 
au travers des fibres [tir 6 8 
2 
Flexion {on) 120 150 
Cisaillement par flexion | [rc] 20 28 


Notice. Pour l'effort de froissement (ou de cisaillement) orienté à un angle x paf 
rapport aux fibres, la contrainte admissible a une valeur intermédiaire entreior,] ct {orr x 


9 


ou bien [rjet{r}, : elle peut être déterminée à l'aide de la formule empirique suivante: 


2 
{o] = Note) 
1 + {are} 
{ore)z 
2 


—]\N sin « 


CHAPITRE 9 


Torsion 


8 46. Contraintes et déformations en torsion 


L'état de contrainte dû à la torsion est caractérisé par la présence dans 
la barre d’un facteur unique de forces internes qui est le moment de torsion 
Af. = M, (fig. 129), c'est-à-dire le moment qui agit dans le plan de la 
section transversale de la barre (les autres composantes des forces internes 
étant nulles): 


Qx=0,=N=0; M,= M, =. 


Une barre travaillant à la torsion est appelée arbre. Il a été établi 
expérimentalement que quand un arbre de longueur / subit l’action de 
deux moments de torsion Af,, appliqués à ses extrémités et dirigés dans 
les sens opposés, il se tord, c’est-à-dire ses sections tournent les unes 
par rapport aux autres, alors que sa longueur reste inchangé. 


nnennie 


FIG. 129 F1G. 130 


Considérant la torsion d’un arbre sollicité d'après le schéma de 
la fig. 130, on constate aisément que l'angle de rotation g d’une section 
se trouvant à la distance z du point d’encastrement de l'arbre est d'autant 
plus grand que le sont z et le moment de torsion Àf,. Si on tord l'arbre 
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jusqu’à sa destruction et qu'on re- 
présente graphiquement Îa relation 
go = f(M,), on obtient le diagramme 
de torsion dont la fig. 131 montre 
l'aspect pour le cas d’un matériau élas- 
tique. Sur ce diagramme tout comme 
sur le diagramme de traction on peut 
noter une série de tronçons et de 
points caractéristiques (1, 2, 3): Mr 
est la valeur du moment de torsion 
jusqu'à laquelle reste valable la dépen- 
FIG. 131 dance linéaire entre 6 et Af,;; M4, 
moment correspondant au début de 
l'écoulement; Af4,, valeur du moment de torsion provoquant la destruc- 
tion. Généralement on a intérêt à connaitre les valeurs des moments et 
les déformations correspondant au tronçon linéaire du diagramme de 
torsion pour lequel la loi de Hooke reste valable. 

Le moment de torsion en une section quelconque de l'arbre qui 
est la résultante de l'action simultanée des contraintes tangentielles +, 
agissant dans les plans élémentaires 4F se trouvant à la distance p du 
centre de la section peut être exprimé par l’équation 


M, = \ pr, dF. (9.1) 


FIG. 132 


La distribution des contraintes tangentielles 7, dans la section se 
détermine d'après le schéma géométrique des déformations de l'arbre 
en torsion reproduit sur la fig. 132. L'expérience montre que les dis- 
tances entre les sections de l'arbre en torsion ne varient pas et les lignes 
longitudinales d’un quadrillage tracé avant la déformation se transforment 
en lignes hélicoïdales. En même temps, les angles droits du quadrillage se 
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déforment comme pour un cisaillement pur. Cela prouve qu'un volume 
élémentaire prélevé dans une couche quelconque du matériau dont l'arbre 
est fait se trouve dans les conditions d’un cisaillement pur. Etant donné 
que les rayons tracés dans la section frontale de l'arbre restent rectilignes, 
les couches successives subissent une déformation 
de cisaillement de moins en moins prononcée au 
fur et à mesure qu’on s'approche du centre. 
D'après des données expérimentales, les sec- 
tions planes avant la déformation de l'arbre le 
restent après la déformation tout en se déplaçant 
les unes par rapport aux autres d’un certain 
angle y. C'est en cela que consiste l'hypothèse 
des sections planes sur laquelle se fonde la théorie 
élémentaire de torsion des barres. 

Pour la couche extérieure d’un tronçon élé- 
mentaire de longueur dz, prélevé de l'arbre 
(fig. 133), les expressions obtenues plus haut 
pour le cisaillement pur restent valables, 
c'est-à-dire: 

b'b rdg 
IS Y= — = —, 
MOD TT d= FIG. 133 


.. 4P  .. 
La queue , dite angle de torsion relatif, se mesure en cm” 
7 


et se désigne habituellement par 0. 
Le rapport entre le cisaillement relatif et l'angle de torsion relatif 


prend la forme 
Ÿ = Or. (9.2) 


Exprimant le cisaillement > dans les fibres extérieures de l'arbre par 
les contraintes, on trouve, en accord avec la loi de Hooke pour le ci- 
saillement, le rapport entre les contraintes tangentielles dans les fibres 
extérieures 7, et l'angle de torsion relatif 8 

t, = Gr. (9.3) 
Tenant compte de ce que les rayons des sections restent rectilignes on 
peut, par analogie avec (9.3), établir le rapport entre les contraintes 
tangentielles dans les sections de la barre à une distance p du centre de la 
section et l'angle de torsion relatif 

To = GO, (9.4) 


En mettant (9.4) dans (9.1), il vient 
M,= co | p°dF = G0J,. 
F 
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De là on obtient une formule permettant de déterminer l’angle de torsion 
relatif de l'arbre 
de M 
RE LA (9.5) 
dz GJ P 
où GJ, est la rigidité de la section transversale de l'arbre en torsion qui se 
mesure en kgf cm*. 
L’angle de rotation total d’un arbre de longueur / est égal à 


| M dz = 01 = (9.6) 
PET GT ET Gr, ! 


où GJ}/l est la rigidité de l'arbre à la torsion qui se mesure en kgf cm 
(la dimension du moment). 

En mettant la valeur de © tirée de (9.5) dans (9.4) trouvons maintenant 
la ne tangentielle r, cn un point quelconque de la section de 
l'arbre 


Mp 
T, = : 9.7 
nur (9.7) 
La contrainte tangentielle maximale est de toute évidence égale à 
Mr 
Tmax — Tr — , 
nn à Jp 
ou bien à 
M, 
Tmax = W° (9.8) 


J 
où W,= —P est le moment résistant polaire (cf. (2.38)). 
r 


Pour un arbre cylindrique plein, de diamètre 4, le moment résistant 
polaire est donné par la formule (2.38) et aussi par 


ee = 16M, (0.9) 
max PA ° nl 
Pour un arbre cylindrique creux 1, se détermine d'après (2.39) ct 
16A1, 
= — (9.10) 


T . 0 —— 
Se 2D1 — ot) ” 
d 
où x — . est le rapport du diamètre intérieur de l'arbre à son diamètre 


extérieur. 


282 


La condition d2 résistance de l'arbre en torsion s'écrit 


M, 
Tinax — Ww, < [fr]. (9.11) 
De là, le moment résistant de l'arbre en torsion doit être 
; M, 
Wh > : (9.12) 
[r] 


En vertu de (9.9) le diamètre d'un arbre cylindrique plein se déter- 
mine de la condition 
3 


16,1, 
d > | É (9.13) 


112 LS 
alors que d'après (9.10) le diamètre extérieur d’un arbre cylindrique creux 
se détermine, pour x imposé, de la condition 
3 


D > SES (9.14) 
FFzt-dfr]: | 


Si l'on exprime le moment de torsion par la puissance Wen ch et le nombre 
de tours par minute par A, On aura 


? 
M, = 71620 . , Kkgfcm, (9.15) 
et la formule (9.13) se transforme en 
3 
Es 
d>714|l} --, (9.16) 
n{rT] 
alors que la fornule (9.14) s'écrit 
. 3 
D > 71,4 _…" 9.17 
Te ER i AL 


Si la puissance À est donnée en kilowatts (1 ch — 0,736 KW), le moment 
de torsion peut être exprimé par 


71620 K K 
AM, = - — = 97360 — kgf cm. (9.18) 
n 
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Outre la résistance on calcule les arbres à la rigidité tout en limitant les 
angles de torsion relatifs à une certaine valeur admissible [0]: 


M 


Omax = GI, <, [0], (9.19) 
d'où le moment d'inertie polaire garantissant une rigidité admissible 
J, > le : (9.20) 
7” G{6] 
Par conséquent, le diamètre d’un arbre cylindrique plein doit être 
4 nn 
d> l'E (9.21) 
xG(0] 


tandis que le diamètre extérieur d’un arbre cylindrique creux D, pour 


un «x donné, 
4 


D > |] ——— ., (9.22) 
| — À) G[0] 


Comme il existe dans les sections transversales de l'arbre des contra- 
intes tangentielles distribuées, d’après (9.7), selon une loi linéaire (fig.134,a), 


Tex 
L& 
Mn a 
LS À Te: 
7 


Q 


FIG. 134 


en raison de la loi de la parité des contraintes tangentielles, il doit y avoir 
dans les sections longitudinales de l'arbre des contraintes tangentielles 
de valeurs égales et de signes inverses (fig. 134, b). 
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Dans les plans inclinés à 45° par rapport aux sections dans lesquelles 
agissent des contraintes tangentielles maximales apparaissent également 
des contraintes normales principales de valeurs égales aux contraintes 
tangentielles appartenant au point considéré de la section, comme le montre 
la fig. 135. Par conséquent, le type de destruction (cisaillement ou rupture) 
de l’arbre lors de sa torsion doit être en rapport avec la capacité du maté- 
riau de résister à l’action des contraintes tangentielles ou normales. Ainsi, 
lors de la torsion des arbres en bois dont les fibres vont dans le sens longi- 


FIG. 135 


tudinal, celles-ci se désintègrent sous l’effet des contraintes tangentielles 
dirigées le long des fibres (criques longitudinales) (fig. 136). La destruction 
due à la torsion des arbres en fonte se produira sous l'effet des contraintes 
de traction normales dont la valeur maximale est atteinte dans les sections 
qui suivent la ligne hélicoïdale et coupent la génératrice à 45°, comme 
l'indique la fig. 137. 


F1G. 136 FIG. 137 


$ 47. Torsion des barres 
de section quelconque 


L'hypothèse de sections planes n’est pas applicable à la torsion des barres 
de section quelconque (carrée, triangulaire, elliptique, etc.). Les calculs 
de torsion plus précis pour de telles barres peuvent être faits par des métho- 
des de la théorie d'élasticité. Les formules définitives pour le calcul des 
contraintes tangentielles maximales r,,,,, de l’angle de torsion relatif 0 


25: 


et de l'angle de torsion total 6 d’une barre, de longueur /, se présentent 
comme: 


M. 

+. (9.23) 
t 

0 = rl : (9.24) 
GJ, 
TA 

un L (9.25) 
GI, 


Dans ces formules J et W, sont des caractéristiques géométriques qu ‘on 
appelle par convention moment d'inertie et moment résistant en torsion 


et qui ont pour dimensions respectives cm! et cm (cf. tabl. 1). 
La distribution des contraintes tangentielles dans la section d'une 


barre rectangulaire est montrée sur la fig. 138. Les contraintes maximales 
apparaissent dans les couches extérieures à la mi-longueur du côté long 
de la section (points C et D). On les détermine d’après la formule (9.23), où 


W, = ahb? (9.26) 


(h est le côté long; b, le côté court de la section rectangulaire). 
Les contraintes à la mi-longueur du côté court (aux points À et B) 
peuvent être exprimées par l'intermédiaire de +,...,: 


& 
T = YT max (9.27) 


L’angle de torsion relatif est déter- 
miné d’après la formule (9.24) dans 
laquelle l'expression donnant le moment 
d'inertie en torsion J, est 


JL, — BB, (9.28) 


# . Les valeurs des coefficients «, f et 


« h 
> qui dépendent du rapport ms sont 


FIG. 138 données ci-dessous: 


1 1,5 1,75 2,0 2,5 3,0 
0,208 0,231 0,239 0,246 0,25 0,267 
0,141 0.196 0,214 0,229 0,249 0,263 


1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 


SARA TE Ven œ > 


4,0 6,0 8,0 10 () 

0.282 0,299 0.307 0,313 0.333 
0,251 0,299 0,307 0,313 0,333 
0,745 0,743 0,742 0,742 0.743 


Les conditions de résistance et celles de rigidité à utiliser lors du 
calcul de torsion d’une barre de scc'ion rectangulaire s'écrivent respec- 
tivement: 


Cages 10) (9.29) 


Ds 2 0). 
max Dh G < [0] (9.30) 


Pour le calcul de torsion d'une barre ayant pour scction un trapèce 
isocèle on peut utiliser en tant que valeurs approximatives de r,., et 0 
les valeurs obtenues pour une barre de section rectangulaire équivalente 
d’après le schéma de la fig. 139. 


us 7 
| | 


B D 


a d 


FIG. 139 FIG. 140 


Pour la torsion d’une barre de section complexe fermée faite d'éléments 
rectangulaires (fig. 140) le moment d'incrtie est 


L= ++ te = De (9.31) 


où # — 1,2,3... sont les numéros des éléments simples constitutifs de 
la section considérée. 
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Etant donné que l'angle de torsion est le même pour l’ensemble de 
la section et pour chacun de ses éléments 


0 = M, M, M, LL M,, 
GO GI GG,” 


les moments de torsion sollicitant un élément quelconque de la section 
sont proportionnels à sa rigidité 


J 
M, = M : ui MM 
t t 


Idlen résulte que les contraintes tangentielles maximales dans un élément n 
de la section sont 


M. M(L\Y MX 
OU, ra me) 


J 
a e | =, (9.32) 


où 


J 
W,= —————. (9.33) 


{ 
. ] 
#, mat 
Pour une barre de section élliptique (Gg. 141) 


rb?h 
W, = —, 9.34 
t IG (9.34) 


où b et À sont respectivement les dimensions du petit et du grand axe 
de l'ellipse. 
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Les contraintes  tangentielles 
maximales r,,., apparaissent dans les 
points extérieurs de la section situés 
sur les petits demi-axes et on les dé- 
termine à l’aide de la formule: 


M, 164, 
T = — = 
SE : 7 ab} 


Les tensions dans les points extérieurs FIG. 141 
situés sur les grands demi-axes sont 


(9.35) 


. h 
UN— —, 
: b 


Le moment conventionnel d'inertie en torsion 
rhb 
J,= Fri (h? + b*). (9.36) 


Le tableau 16 représente des formules approximatives pour la déter- 
mination de la contrainte tangentielle maximale r,,,, à l'aide de l'angle 
de rotation relatif 9 pour une série de profilés. 

Lors de la torsion des profilés fermés 
à parois minces (fig. 142) dont les parois 
sont assez minces pour que les contraintes 
tangentielles puissent être considérées 
comme homogènes sur toute l'épaisseur 
de la paroi, égales aux contraintes agis- 
sant à la mi-épaisseur de la paroi et diri- 
gées suivant la tangente à la ligne moyenne 
de la paroi, les contraintes tangentielles 
peuvent être déterminées d’après la formule 
de Bredi: 

FIG. 142  — M ; (9.37) 
20 
où w est la surface limitée par la ligne médiane de la section à paroi mince; 
0, l'épaisseur de la paroi. 

Si l'épaisseur de la paroi du profilé n'est pas constante sur tout le 
pourtour, la contrainte tangentielle maximale dans un tel profilé à paroi 
mince s'évalue par 


M 


T = —— 
max . 
200 in 


19 — 10 289 


(9.38) 


L’angle de torsion relatif d’une barre à paroï mince d'épaissetir variable 


est donné par la formule 
M, 
— (9.39) 


4Go° 


où s est la longucur du pourtour fernt. 
L’angle de torsion total d’une barre de longueur / scra 


fl ( d 
AS Re (9.40) 
AGt° Ô 
La formule (9.39) peut étre récrite 
= M 
GJ, 
où 
4o° 
J, = - 
ds 
Ô 


Lorsque l'épaisseur de la paroi est constante pour tout le pourtour, 
la formule (9.39) sc transforme en 
M5 O41 
| 4G:6 
Dans le cas particulier d'un tube circulaire à paroi mince et au rayon 
de !2 ligne médianc R, pour Ô = const, 
,. ds 27xR 
O—=RRT;, D—— = —. . 
Ô Ô 


D’après (9.37) et (9.41) il vient 

M, 

27 R°0 

_._ M, 
2rR%6G 


T -- 
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Pour la torsion de profilés ouverts à paroi mince (profilés en U, en double 
T, en L) (fig. 143) on peut utiliser la théorie relative au calcul de torsion des 
barres de section rectangulaire. Dans ce cas on divise le profilé en éléments 
rectangulaires dont l'épaisseur # est sensi- 
blement inférieure à leur longueur b. D'après 


ll 
les données de la page 287, on a " > 10, 


8 ] 
nr 


Alors, pour un profilé complexe, on a 


d’après (9.31) 


1 
J — 1 ÿ, bhh,, 


244 FIG. 143 


où 7 estun coefficient de correction rendant compte de l'approche sché- 
matique adoptée consistant à substituer des rectangles à la section réelle. 


Voici les valeurs du coefficient » pour les profilés courants: 


section en L 


section en double T 


section en T 
section en U 


= 1,00; 
7] = 1,20; 
n = 1,15: 
n = 1,12. 


Dans les profilés à parois minces au pourtour ouvert il est convenu 
de désigner la longueur du pourtour par s et l'épaisseur par Ô. La formule 


(9.42) s'écrit alors 


J,= 17 — 


: ÿ, 34. 
3 n 


(9.43) 


Les contraintes tangentielles maximales dans un profilé ouvert sont 


données par la formule 


, (9.44) 
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8 48. Calcul des ressorts hélicoïdaux 


}? 
Ressorts  hélicoïidaux cylindriques. Les formules 
approximatives pour le calcul des contraintes appa- 
raissant dans les ressorts hélicoïdaux à faible pas se 
peuvent être établies à partir de l'analyse des efforts 
Le 
Q° 


trouvant en traction ou en compression (fig. 144) 
internes existant dans la section d’une spire (fig. 145), 
efforts qui remplacent l'influence de la partie inférieure 
du ressort mentalement sectionnée. Sous l’effet d’une 
force transversale O = P et du moment de torsion égal 
au produit de l'effort de traction par le rayon moyen R 
du ressort M, — PR, dans la section d'une spire appa- 
raissent deux groupes de contraintes tangentielles: les 
contraintes dues au cisaillement qu’on considère, par con- 
vention, comme uniformément distribuées et, égales à 


N 
, Q 4P 
T=— = — 
FIG. 144 F  rd?° 
et les contraintes dues à la torsion dont la valeur maximale est 
M, 16PR 
"LL D rs 
mer Jp nds 


d étant le diamètre de la section transversale du fil dont est fait le ressort. 

Le caractère de la distribution des contraintes rt’ et 7°’ agissant dans 
la section d’une spire est montré sur les fig. 146, a et 146, b respectivement. 
De ce tableau de distribution des contraintes, on déduit que dans les 
fibres extérieures de la spire situées du côté de l'axe du ressort (point À), 


les directions des contraintes r° et T'hax S€ CON- 


fondent. Par conséquent les contraintes maxi- 
males dans le ressort sont: 


: : 4P 16PR 
Tmax = T + max vd nd 
ou bien 
16PR d 
EE 1 + -- }. 9,45 
na 7 | %) EP) 


Lors du calcul d’un ressort de diamètre moyen 


d 
R important fait en fil fin pour lequel 4R < 1, 
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FIG. 146 


la contrainte maximale peut être déterminée, avec un degré de préci- 
sion suffisant, par la formule 
16PR 
T — : : 
max Be ( ) 


En pratique, quand on a à calculer des ressorts on introduit dans 
la formule (9.46) un coefficient de correction k rendant compte aussi bien 
de l'influence de la force tranchante que de certains autres facteurs (flexion 
du tige du ressort, déformations longitudinales, etc.). Dans ce cas la for- 
mule (9.46) s’écrira 


M, . 16PR 
— k Dr k . 
max W, 1d* (9 46a) 


Les valeurs du coefficient de correction £ dépendent du rapport «du rayon 
du ressort R au rayon de la spire r et s'expriment par la formule 


4m — ] 0,615 
k& — 


_ ; 9.47 
4m — 4 m ( ) 
R 
avec m= ——. 
r 
R 
Les valeurs du coefficient £ pour divers rapports — sont 
r 
nr + 4 5 6 7 8 9 10 
r 
k 1,53 1,49 1,31 1,25 1,21 1,18 1,16 1,14 


L'allongement (ou l'aplatissement en Compression) du ressort est 


donné par la formule 

64 PR°n 
_ Gdt ? 
n étant le nombre de spires du ressort. 

Quand on calcule les ressorts à la résistance dans le cas d’une charge 
statique, les contraintes admissibles en cisaillement doivent être choisies 
en fonction du diamètre du fil. Soit d le diamètre du fil en acier trempé 
à ressorts; on aura: pour d — 6 mm, [r} = 50 kgf/mm*; pour d = 10 mm, 
{r] — 40 kgf/mm*; pour d = 12 mm, [r] = 35 kgf/mm?; si le fil est en 
acier au chrome et nickel, pour 4 = 12 à 16 mm, [r] = 70 kgf/mm?; s’il 
est en bronze au phosphore avec G = 4,4: 10° kgf/cm°, pour d = 16 mm, 
[r] = 13 kgf/mmi. 

Dans le cas d’une charge variable les valeurs de [r] indiquées plus 
haut doivent être diminuées de 30°, environ; si le ressort doit fonctionner 
en régime continu, sous charges variables, on diminue [r] de 60 °. 

Souvent, quand on a à calculer les ressorts amortisseurs contre 
des chocs violents, on adopte co.nme base de calcul l’énergie cynétique 7 
que doit absorber le ressort pendant son service. 

Avec cette approche (énergétique) du problème, le volume du ressort 
pour une contrainte admissible [r] donnée se détermine par la formule 


4GT 


CE 


À (9.48) 


Si on fabrique le ressort d’après le volume ainsi déterminé, on doit 
choisir ses dimensions R, d et x de façon à éviter que pour un aplatis- 
sement À de vérification du ressort, les spires avoisinantes ne se touchent. 


Ressorts hélicoïdaux coniques. Il arrive que dans la pratique on utilise 
des ressorts hélicoïdaux coniques (sous forme de cône tronqué). Si R, 
et R, sont respectivement les rayons minimal et maximal des spires extré- 
mes du ressort, la contrainte tangentielle maximale peut être déterminée 
d’après la formule (9.45) ou (9.46) après y avoir substitué la valeur du 
grand rayon À, au rayon R: 


16 PR, 
T = — 
max nd? 
Le taux de compression du ressort conique est donné par la formule 


: 16 Pn 


2, 2 
1 = RG (R1 + Ro) (Ri + Roi). 
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g 49. Concentration des contraintes 
en torsion 


La contrainte maximale dans la zone des concentrateurs (entailles, rainures, 
orifices, filets, etc.) peut être déterminée dans le cas de la torsion d’après 
la formule 

Tmax XcUn 

où r, est la contrainte nominale qu'on calcule par des méthodes de 
résistance des matériaux ct notamment, pour un arbre circulaire de rayon r, 
à l'aide de la formule 


æ, étant le coefficient indiquant combien de fois la contrainte nominale 
augmente au voisinage du concentrateur. Le coefficient x, est déterminé 
par des méthodes de la théorie d'élasticité ou par des méthodes expéri- 


ag | 
-0 00% 00 2 06 02 2 


FIG. 147 


mentales utilisant des modèles élastiques; on l’appelle habituellement 
coefficient théorique de concentration. 


2 
La fig. 147 donne les diagrammes de la fonction x, = f ) pour 


D 
divers rapports ue (fig. 148). 
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Pour le cas de la torsion d’un arbre creux à paroi mince garni 
d'orifices transversaux de faible diamètre (fig. 149, a) le coefficient de 
concentration au voisinage de l’orifice est égal à 4. 


FIG. 148 FIG. 149 


En effet, si à l’aide de plans principaux dont les faces sont sollicitées 
par des contraintes normales o = r (sur les plans ab et cd — de traction, 
sur les plans ad et bc — de compression) on délimite autour de l'orifice 
un élément quelconque (fig. 149, b) et qu’on dessine les schémas des 


FIG. 150 


contraintes de traction (fig. 150, a) et de compression (fig. 150, b), existant 
au voisinage de l'orifice, on trouve respectivement pour les points "1 
(cf. $ 27) 


Omax — 30 5 © — 4a; 
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et pour les points x 


Onin = — 0 — 30 = — do 
Comme 
M, 
Gn =C=T= ——, 
W, 
on à 
M 
Fmex — An 4 


Ainsi, dans le cas considéré, le coefficient de concentration «, = 4. 


Pour les données plus complètes concernant les coefficients de concen- 
tration en torsion voir l’Appendice 2. 


Tableau 16 


Formules de calcul approximatives pour la détermination de la contrainte 
tangentielle maximale t,,.,, à l’aide de l'angle de rotation relatif 0 pour 
des barres à section non circulaire 


Forme de la section trans- 


versale de la barre Tmsz €n kgf;cmfet point dans lequel elle apparait 


Â 
ai, 


y 


| 


G6bK au milieu des côtés longs 
hib' 1,0 | 1,2 ! 1,5 | 1,8 | 2,0 


k | 0,6753| 0,7587; 0,8477, 0,9044 0,930! 


hb1 2,5 | 3,0 | 4.0 | 60 ' 10 | o© 


k ee 0,9855, 0,9970, 0,9999; 1,0 | 1,0 


GG(2R — r) au point 4 
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Suite 


ES RS RS ee ee 2 es — - sn - 


de la section trans- ; 
RER … la Dre | Tmaz €n kgf/cm? et point dans lequel elle apparait 


1,18 Gr approximativement au milieu des côtés longs, 
aux points 4. Dans l’angle rentrant, au point B, on 
a une concentration de contraintes 


LOIS 


= 1,13 G01 au milieu du côté long, au point 4. Dans 
les angles rentrants, aux poinis B, on a une concen- 
tration de contraintes 


= ———  _—_————. 


Aux points À tmax = 0,267 Got. 
Aux points B timaz = 0,26 Gôt. 

Dans les angles rentrants, on a une conccntration de 
contraintes 


A —û ———————————— 


= 1,015 G6r au point 4. Dans les angles rentrants, or 
a une concentration de contraintes 


2D9 


Suite 


l tion t . | 
Me orne | Tmax €n kgf/cm? et point dans lequel elle apparait 


Aux points À  trimax = 1,04 G@r 

Aux points B  tmaz © 1,0 Gt 

Dans les angles rentrants, on a une concentration de 
contraintes 


nee — 


Aux points À tnaz © 0,782 GÜt pour D > let 
t 


max © 0,934 GO pour 1,5 < LA < 1. 

{ 
Dans les angles rentrants, on a une concentration de 
contraintes 


on à une concentration de contraintes 
oi LS 20 2,5 3,9 ‘ 3,5 ; 4,0 


— — ne 


. lisa! 1,681 l2,104 | | 2,701 | 3,206 | 3,709 


" 5,0 | 10,0: 20,0 


y | 4,713 | 9,720 |19,723 


(7 + 1)G01 aux points 4. Dans les angles rentrants, 
— Güh au milieu des côtés 
2 


SR RS mn 


CHAPITRE 10 


Flexion 


& 50. Contraintes normales cn flexion plane 


Les formules servant à calculer les contraintes normales en flexion sont 
d'habitude établies à partir d’une étude de la flexion plane pure (fig. 151, a). 

La flexion pure est caractérisée par le fait que de six composantes 
des efforts internes seule M, n’est pas nulle tandis que 


N=Q,=Q,-0; M,=M.=0. 


M M 


4) 


FIG. 151 


La condition d'équilibre qui lie les contraintes et les cfforts internes 
dans la section transversale d’une poutre (fig. 151, b) (l'indice x dans le 
symbole du moment est supprimé) a la forme 


(° dF = A1. (10.1) 
F 


L'aspect géométrique du problème se déduit de l'analyse du tableau 
schématique des déformations de la même poutre (fig. 152). 
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Etudiant la déformation d’un quadrillage tracé préalablement sur 
la poutre (fig. 152,a) on remarque aisément (fig. 152,b) que les lignes 
longitudinales du quadrillage fléchissent en flexion pure suivant un arc 
de cercle alors que les sections transversales restent planes et coupent les 
lignes longitudinales sous un angle droit. Cela prouve qu'en flexion pure 
les sections transversales restent planes et tournent tout en restant normales 
par rapport à l’axe courbé de la barre. 


FIG. 152 


Dans la zone comprimée (en haut) les fibres se raccourcissent tandis 
que dans la zone de traction elles s’allongent. La zone de traction et celle 
de compression dans la section de la barre sont séparées par une couche 
neutre ayant p pour rayon de courbure. La longueur de la couche neutre 
ne varie pas lors de la flexion. 

L’allongement relatif d’une fibre se trouvant à une distance y de la 
couche neutre (fig. 153, a) peut être établi, pour le cas de Ia flexion pure, 
en analysant la déformation d'une longueur élémentaire dz de la barre 
(fig. 153, b): 

, (p + ») d0 — dz  (p # y) d0 — pd) y 


= ——— —. —. (10.2) 
dz pd0 p 
Introduisant (10.2) dans l’éguation physique (loi de Hooke) 
(à 
= — 0 10.3 
OUR (10.3) 


e e. e e | e. 
exprimons la contrainte normales par l’intermédiaire de la courbure — : 
p 


E 
O= —}, (10.4) 
p 
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Introduisant ensuite (10.4) dans (10.1) on a 


1 M 
— = —) (10.5) 
p_  FJ, 


FIG. 153 


et, si l’on introduit (10.5) dans (10.4), on établit la formule pour le calcul 
de la contrainte normale dans une couche quelconque de la section de 
la barre à une distance y de l'axe x: 
AYAS 
o = . (10.6) 
Jr 


L'analyse de la formule (10.6) dite formule de Navier montre que la 
variation des contraintes sur la hauteur de la section obéit à une loi li- 
néaire; les contraintes deviennent maximales dans les couches ayant pour 
coordonnées }',,, €t minimales (nulles) lorsque y = 0, c'est-à-dire dans 
la couche neutre. 
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Introduisant © tiré de (10.6) dans la condition N = (oar = 0 il 


F 
vient y dF = S,= 0. Il en résulte que la ligne neutre de la section (axe x) 


F 
passe par le centre de gravité de la section. 
Dans le cas d'une section rectangulaire d’une barre ayant pour 


hauteur 


h 
M}'max 2 M 
6 = —__——_ = ——— —  —— } 10.7 
D de M nn 
J J 
où HW, = —" = -* est appelé moment résistant de la section en 
max 


flexion (cf. $ 11). 

Il est évident que toute section ayant un axe de symétrie horizontal 
(fig. 154) aura un moment résistant unique en flexion dans le plan yz; 
ce moment est donné par la formule 


Si la section n’a pas d’axe de symétrie horizontal (fig. 155) on doit 
distinguer deux moments résistants: 


J J 
W, == = et LE 224 == — 7. e. 
J'max Y'nax 


Le diagramme des contraintes normales & dans le dernier cas n'est 
pas symétrique, comme c'est le cas des sections à l’axe de symétrie hori- 
zontal, mais il aura la forme que montrent les fig. 155 et 156. 
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FIG. 156 


Les formules servant à évaluer les contraintes normales établies à 
l'aide de l'analyse de la flexion pure sont, avec un degré de précision 
suffisant, valables pour la détermination des contraintes normales dans 
le cas général de la flexion, lorsque © n'est pas nul. 


$ 51. Contraintes tangentielles en flexion 


Dans le cas général de flexion transversale (fig. 157, a), où les sections de 
la barre supportent, outre le moment fléchissant A7, l’action d'une force 
transversale ©, dans une section de la poutre apparaissent non seulement 
des contraintes normales o& mais aussi des contraintes tangentielles 7 dont 
la résultante est égale à Q. 

L'établissement de la formule servant à calculer les contraintes tangen- 
tielles dans une section se fonde sur la méthode des coupures, la dépen- 
dance différentielle entre le moment et la force transversale et la loi de 
réciprocité des contraintes tangentielles. 

Considérant les conditions d'équilibre de l'élément 4,m,/1, 4, (fig. 157,a, 
b, c,d) délimité par les sections 4,B,, 4,B, et m,, m, dans la barre sollicitée 
par une force concentrée P (fig. 157, a) on a 


N+T=N, (10.8) 


20 — 10 305 


T = r'bd:; (10.9) 


2 Mn M , 

M=\cd4F=\ — dF- ——S,(r); (10.10) 
J, Je 
F 

M-+-dM) M + dM 

N, = \6c'dF- ue OM op e— ——. S,(y). (10.11) 
Je J, | 
F 


Introduisant (10.9)-(10.11) dans (10.8) et tenant compte de la loi 
de réciprocité des contraintes tangentielles, on obtient la formule de Jou- 
rayski qui sert à déterminer les contraintes tangentielles en flexion trans- 
versale d’une barre de section quelconque 


Tr: es,07 , (10.12) 


FIG. 157 


où S,() est le moment statique rapporté à la ligne neutre de la tranche 
de l’aire Fr) située soit au-dessus soit en dessous de la couche considérée 
à une distance y de la couche neutre de la barre; by), largeur de 
la section dans la couche considérée de matériau. Le caractère de variation 
des contraintes tangentielles suivant la hauteur de la barre dépend, dans 
le cas général, de la forme qu'’a la section de cette dernière. 

Dans la section considérée Q et J, étant des constantes (dans le cas 
d’une section rectangulaire la largeur b l'est également), la loi de variation 
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des contraintes tangenticlles dans une section est déterminée, en vertu 
de (10.12), par la loi de variation du moment statique S, (y). En particulier, 
en considérant le moment statique de l’aire Cinsm,A, (fig. 157, d), on 
constate que 


| ble 4° 
SO) = FO) ee = — ( } (10.13) 
g hi 


ce qui revient à dire que le monwent statique varie suivant la hauteur de 
la section d'après unc loi parabolique. Il est évident que les contraintes 
tangentielles varient clles aussi suivant la hauteur de la barre d’après 
la même loi, pour atteindre leur maximum lorsque y = 0: 


bh° 
OSmax 8 3 Q 
a —— — 4 . 4 
LT: bB 2 F 0952 
12 


où F = bh est l’aire de la section de la barre. 
Aux points les plus éloignés de la ligne neutre, dans les fibres exté- 


j 
rieurcs }y = + ET et on a également r = 0. 


Le diagramme des contraintes tangentielles dans une section rectan- 
gulaire d'une barre, qu'on a tracé à partir de la formule (10.12) en tenant 
compte de (10.13), est reproduit sur la fig. 158. Cela donne 


T— Et ( — Æ) (10.15) 
2bh h° 


La formule (10.15) montre que les contraintes tangentielles maxi- 
males dans une barre de section rectangulaire agissant dans la couche 
neutre différent une fois et demie des contraintes moyennes qu’on pourrait 


Q ; 
obtenir de la formule Tmoy — —= ; autrement dit 
F 


Tmax = 1,5 Tmoy- (10.16) 


Pour une section circulaire (fig. 159) la formule de Jouravski qui 
doune la composante verticale de la contrainte tangentielle totale peut 
être écrite dans la forme suivante: 


4Q , ° 
Dans ce cas aussi, r varie suivant la hauteur d'après une loi para- 
bolique. Aux points À les plus éloignés de la ligne neutre (pour y = + R), 
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(10.17) 


T= —— 
37 R° 


T = 0. La contrainte tangentielle maximale se localisera en des points 
situés sur la ligne neutre (pour y = 0): 


La fig. 159 reproduit le diagramme de r tracé pour une section trans- 
versale circulaire à partir de la formule (10.17). 


ma. TR . 


FIG. 158 FIG. 159 


La formule permettant d'exprimer les contraintes tangentielles maxi- 
males pour les sections transversales de forme quelconque peut être repré- 
sentée, par analogie avec (10.14), sous la forme 


+ (10.18) 


où K est le coefficient qui dépend de la forme de la sectiun. Ainsi, 
par exemple, pour un rectangle k = 1,5, pour un cercle k = 1,33. 

Le diagramme des contraintes normales et tangentielles tracé d'après 
la formule de Navier et celle de Jouravski pour une poutre en double T 
n°12(J, = 403 cm'; S,,, = 38,5 cm‘), ayant A1—200 kgfm et Q=1t, 
est reproduit sur la fig. 160. L’allure irrégulière du tracé s’explique par 
une variation très brusque de l'épaisseur de la poutre à la jointure de 
l'aile et de l’âme de la poutre. 


$ 52. Calcul de résistance en flexion 


Dans le cas général de flexion d’une poutre pour lequel M 0 et 0 #0 
(fig. 161, a) les divers éléments sont soumis à des contraintes différentes 
en raison d'une répartition irrégulière des contraintes normales et tangen- 
tielles (fig. 161, b). Seules les fibres extérieures (éléments 1, 2, 12, 13, 14) 
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FIG. 161 
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se trouvent, dans ce cas, dans un état de contrainte linéaire (traction ou 
compression), tandis que tous les autres éléments prélevés sur la hauteur 
de la poutre (3-11) éprouvent un état de contrainte plan, les éléments 
(6, 7, 8) de la couche neutre se trouvant en état de cisaillement pur. On 
notera qu'en cas de déformation de flexion, les valeurs maximales des 
contraintes normales et celles des contraintes tangentielles se trouvent 
en des points différents de la section. Dans les points où & est maximal 
(fibres extérieures de la poutre) r = 0, par contre, là où r est maximal 
(couche neutre) & = 0. 

Il est donc logique de considérer séparément deux conditions de 
résistance se rapportant aux différents points d’une barre: 

a) pour les contraintes normales 


Nas 
= —— : 0.19 
Omax T2 < [o] (1 ) 
b) pour les contraintes tangentielles 
S 
Ta Las Pts <[r]. (10.20) 


D'habitude on détermine à partir de la condition de résistance par 
rapport aux Contraintes normales les dimensions de la poutre dont on 
a choisi d'avance la forme de la section transversale 


Mn ax 


W> — 


, (10.21) 


{o] 


et ensuite, on vérifie si la section choisie de la poutre satisfait à la condition 
de résistance par rapport aux contraintes tangentielles (10.20). 

Cependant, pour les calculs des poutres, plus spécialement des poutres 
à forme optimale de la section assurant pour un poids minimal la résis- 
tance nécessaire (poutres en double T, en T, profilés en U et autres), une 
telle approche ne garantit pas ipso facto la résistance de la poutre. Très 
souvent dans des sections d’une poutre il existe des points supportant 
l'action simultanée d'importantes contraintes normales (voisines des 
contraintes maximales) et tangentielles. 

En particulier, une telle combinaison de s et r se rencontre pour 
une poutre en double T en flexion dans la zone de jointurc de l'aile et 
de l’âme (fig. 160). Dans des cas pareils il convient de vérifier la résistance 
de la poutre par rapport aux contraintes principales. 

Dans le cas général d'un état de contrainte plan caractérisant un 
élément du matériau d’une poutre (par exemple, l'élément 5 de la fig. 161, b) 
qui est soumis à l'action de «, — o déterminé d'après la formule de Navier 


ainsi que de 7, —7T 8 =? déterminé d’après la formule de Jouravski et 
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quand ©, = 0, les contraintes principales sont données par les formules 
(cf. $ 33): 


_— 
ee [o +}o?+ 41°]; 


G2 = 0; (10.22) 
1 js 
O3 = Na {o — }'o* + 4r*°]. 


Connaissant les contraintes principales on peut, se servant de diverses 
théories de résistance, exprimer les contraintes équivalentes lesquelles 
ne doivent pas dépasser les contraintes admissibles. 

Ainsi, les conditions de résistance correspondant aux diverses théories 
de résistance peuvent être mises sous la forme (cf. $ 37). 


1 ii _ 
cé =“; lo + lof + 4r] lol; (10.23) 
céqu = 0,350 + 0,65 J'o? + 41° < [o] (pour x — 0,3); (10.24) 
Téa HU = Vo + dr? [o ]; (10.25) 
céqv = Ve? + 31° < (o); (10.26) 
L—m  1+m Je 
GéM— gs V'o* + 4r° <[o], (10.27) 
où 
n= 641. 
[o_ 


Quand on a à vérifier la résistance d’une poutre par rapport aux 
contraintes principales il s'avère souvent indispensable de connaître non 
seulement les valeurs des contraintes principales en tel point mais aussi 
leurs directions. 

En particulier, cela s'impose quand on projette les poutres en béton 
armé dont l’armature doit être disposée de manière à résister à l’action 
des contraintes de traction. Pour n'importe quelle poutre on peut tracer 
une ligne dont la tangente caractérisera en un point quelconque la direction 
des contraintes principales. Cette courbe est appelée frajectoire des con- 
traintes principales. La forme des trajectoires des contraintes principales 
dépend du type de la charge et des conditions de fixation de la poutre. 
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Il est évident que par chaque point de la poutre passent deux trajec- 
toires des contraintes principales, respectivement 5, et o3, qui se coupent 
en formant un angle droit. Dans les poutres en béton armé on cherche 
d'ordinaire à disposer l’armature suivant la trajectoire des contraintes 
principales de traction (fig. 162). 


EEE 


nn 


FIG. 162 


8 53. Concentration des contraintes 
en flexion 


En flexion tout comme en traction ou en torsion c’est dans les endroits 
où la section transversale accuse des modifications les plus fortes de la 
forme ou des dimensions qu’on assiste à des concentrations des contraintes. 
Sous des charges statiques la concentration des contraintes dans des pièces 
faites en matériaux plastiques ne présente pas de danger grâce à une 
redistribution des contraintes dans la zone de concentration suite à l’écou- 
lement du matériau. Pour des matières fragiles on ne peut plus compter 
sur la redistribution des contraintes ni fixer le plafond des contraintes 
maximales à la limite d'écoulement, aussi doit-on tenir compte de la 
concentration des contraintes pour des sollicitations statiques. Les con- 
traintes maximales admissibles dans la zone d’un concentrateur ne doivent 
pas atteindre la limite d’écrouissage temporaire du matériau qui dans 
ce cas constitue bien sa résistance limite. 
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On peut tenir compte de l'influence d’une concentration qui apparaît 
en l'endroit où le diamètre d'un arbre change brusquement (fig. 163, a) par 
l'introduction d'un coefficient de concentration x: 


Omax — XOnom» 


PI 
OÙ Onom—= Fa est Ja valeur calculée pour un arbre de diamètre égal au 


plus petit diamètre de l'arbre étudié (fig. 163, b) en l'absence du concen- 
trateur. 


FIG. 163 


Les valeurs du coefficient de concentration « pour différents rapports 


D 
entre les diamètres + et différents rayons de l’arrondi du congé r, calculées 


D D 
d'après des méthodes de la théorie de l’élasticité pour 1 3 et + = 1,5 


sont présentées sous forme de graphiques « = f | "} sur la fig. 164. 


Les contraintes maximales dans la zone du concentrateur d'une plaque 
à deux entailles de forme hyperbolique qui est soumise à la flexion pure dans 
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le plan de la plaque (fig. 165) peuvent être déterminées au moyen de la 
formule suivante établic par des méthodes de la théorie de l'élasticité: 
aa 

p lp 


Se 


la (a la 
f— + -— Jjarcig | — 
P P p 


Tinax nom 


FIG. 164 
où 
3M a 
Onom—= 3. (à — épaisseur de la plaque). 
2a°0 
La fig. 166 montre un diagramme donnant ©... en fonction du quo- 


a se 
tient --. La fig. 167 montre, pour différents rapports de la longueur 
P 
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de la plaque H à son épaisseur À au voisinage d'une entaille de rayon p, 
comment le cocfficient théorique de concentration x dépend de la rela- 


tion es. 
h 


FIG. 167 


La fig. 168 présente le diagramme de distribution des contraintes 
dans la zone d’un concentrateur ayant la forme d'un orifice elliptique perforé 
dans une plaque large se trouvant en flexion pure dans son propre plan 


FIG. 168 


pour le cas où + = 25. Au fur et à mesure qu'on s'éloigne du fond de 
l’entaille de même que dans le sens de l'axe y, les contraintes tombent 
rapidement. La ligne en pointillé montre la distribution des contraintes 
calculées à partir de la théorie élémentaire de flexion en tenant compte 
d’un affaiblissement de la section dû à la présence d’un orifice. 

La contrainte maximale relevée près du fond de l'entaille peut être 


évaluée à l’aide de la formule 
: 
Omax— Onom (: + 4). 


3Mt , . 
Cnom= ET (à — épaisseur de la plaque). 


Le diagramme de la fig. 169 est la représentation graphique de &,:, en 


où 


: | { 
fonction du quotient —- : 
p 


Pour une section circulaire &,,, = 20. Pour p — 00 Gay > ©. 

Pour une enfaille circulaire profonde pratiquée dans un corps de révo- 
lution (fig. 170) la contrainte maximale en flexion se localise au voisinage 
du fond de l'entaille où le matériau est en état de contrainte volumique. 


Section x=0 


FIG. 170 
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La fig. 170 montre la distribution de l'ensemble des trois contraintes 
principales (a,,0, et ©,) et la fig. 171, la distribution des contraintes 


a 
01 et au fond de l’entaille en fonction du quotient —— pour divers 
p 


coefficients de Poisson. 


FIG. 171 


Pour les entailles peu profondes pratiquées dans des pièces de révolution, 
la valeur du coefficient deconcentration dépend principalement du rapport 
de l'arrondi r sur le diamètre de l'entaille. La fig. 172 donne une dépen- 


À 
dance graphique de x = f [:) pour ce cas particulier. 
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Les concentrateurs assez répandus dans des pièces de machines 
travaillant à la flexion sont des orifices transversaux de différents types. 
Dans ce cas la concentration dépend du rapport du diamètre de l'orifice 
transversal 4 au diamètre D de la pièce dans laquelle cet orifice est pra- 


tiqué. La valeur de x en fonction de Le est donnée sous forme de diagram- 


me sur la fig. 173. 
Notons enfin qu'en flexion non seulement la concentration des con- 
traintes normales mais aussi celle des contraintes tangentielles peuvent 


a2 


FIG. 173 FIG. 174 


se manifester aux endroits de passage brusque, c'est le cas notamment 
de la section 1-1 de la poutre en double T de la fig. 174, a, b. Cependant, 
la présence des arrondis aux jointures de l'aile et de l’âme de la poutre 
atténue la concentration des contraintes de sorte que celle-ci correspond 
non plus au diagramme de la fig. 174, b mais bien à celui de la fig. 174, c. 


$ 54. Equation différentielle 
de l’axe curviligne d’une poutre 
(de la ligne élastique) 


Il arrive en pratique qu'on ait à calculer les poutres en flexion non seu- 
lement à la résistance mais aussi à la rigidité ou à la déformabilité. La 
déformabilité de la poutre dans une section quelconque est caractérisée 
par la flèche w et l'angle de rotation 0. Les données relatives à w et 0 
en tant que fonctions de l'axe des coordonnées coïncidant avec l'axe de 
la poutre peuvent être obtenues si l’on connait l'équation de l'axe curviligne 
de la poutre (la ligne élastique). 

On appelle ligne élastique la courbe plane que décrit l’axe de la poutre 
en flexion plane. Les fig. 175 et 176 donnent les lignes élastiques en traits 
fins. 

L'établissement de l'équation de la ligne élastique ne présente pas 
de difficultés à partir du moment où l’on connaît l'expression de la courbure 
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en fonction du momnent fléchissant A{(:) pour la section choisie et la rigidité 
en flexion £7 de la section transversale de la poutre (cf. $ 50) 

1 Af(2) 

RE ere (10.28) 


de même que l'expression de la courbure en fonction des coordonnées w 
ct z d'un point de la section considérée, expression qu'on connaît du 
cours des mathématiques supérieures: 


dw 


| 1-2 


E 7 (5 21/2 | 
" 


_ 1 a 
On suppose ici que la courbure F- est positive, si la courbe cst con- 


vexe dans le sens positif de l’axe w (fig. 177). Dans ce cas le signe de 
la courbure coïncide avec celui de la deuxième dérivée w. Dans la formule 
(10.28) le signe «plus» correspond à l'axe w dirigé vers le haut, et le signe 
«moins», vers le bas (cf. fig. 177). 

Conservant la direction de l'axe w vers le haut, adoptée précédem- 
ment, on peut égaler les seconds membres des expressions (10.28) et 


(10.29) 
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(10.29) en les affectant dans les deux cas du signe «plus». L'équation exacte 
de l'axe curviligne de la poutre s'écrira alors 


dw 
dz M(2) | 


(10.30) 


FIG. 177 


Si l'axe w était dirigé vers le bas, on devrait affecter le deuxième 
membre de (10.30) du signe «moins». 


Etant donné la faible valeur de la déformation de la poutre (w,,,, = 
— (0,01 — 0,001) / et 0, < 1°) on peut négliger le terme =] = 03 
de la formule (10.30). L'équation différentielle (10.30) s'écrira alors 


(10.31) 


C'est là l'équation différentielle initiale (approximative) de l'axe curviligne 
de la poutre dont la solution doit fournir l'équation de la ligne élastique 


nn | dw 
w = f(z) et l'équation de l’angle de rotation 0 = — = f(z). 


dz 
Intégrant l'équation (10.31) une première fois, il vient 
dw M(2) 

0) = -— = \ — dz+ C. 10.32 

Œ) de Ci (10.32) 
Intégrant une seconde fois, il vient 
M(:) 

W(z) = \æ EJ d+Cz+ C, (10.33) 
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où C, et CA sont les constantes de l'intégration à déterminer en fonction 
des conditions limites (conditions existant sur les bouts de la poutre). 
Si l’un des bouts de la poutre est encastré (fig. 178) la flèche et l'angle 
de rotation sont nuls pour le bout encastré 
WB — 0; 03 = (. 
Pour une poutre ayant deux appuis articulés (fig. 176) les flèches sur ces 
deux appuis sont nulles: 


wa = 0; wg = 


Tenant compte de la dépendance 
différentielle entre le moment fléchis- 
sant Af(z)et la charge répartie (cf. $ 18), 
il vient: 


d'M(2) 
dz 9 — q(z ), 
FIG. 178 
on peut écrire l'expression de la ligne élastique (10.31) sous la forme 


d° " z 

le (2) = = q(). (10.34) 
C'est sous cette que ee ot est d'ordinaire utilisée 
pour le calcul des poutres reposant sur un appui élastique ainsi que pour 
l'étude des vibrations des poutres. 

Afin d'illustrer, par voie d'intégration de l'équation différentielle 
(10.31), l'établissement de l'équation de la ligne élastique w = /(z) et 
de celle de l'angle de rotation 0 = f{(z) ainsi que pour déterminer les flèches 
maximales w,,,, et les angles 0... (qui présentent une très grande impor- 
tance pratique) étudions quelques exemples. 

Pour une console de section transversale constante soumise à l’action 
d'une force ponctuelle P sur son extrémité libre (fig. 178), le moment fléchis- 
sant à une distance z de l'extrémité est 


M(2z) = — Pz, 
et l'équation différentielle de l'axe curviligne de la console (fig. 10.31) 
prend la forme 


dy Pz 
dd EE 
Intégrant deux fois, il vient 
mn Nr) = = 2 + Ga 
d. 2EJ 
P23 
Ww(2) = — 6EJ + C + Cas 
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C; et Ca se déterminent à partir des conditions limites: 
pour z=l w=0; 
pour z={l 60=0. 


D'après la deuxième condition on a 


et d’après la première 


D. 


: 3 ‘|. 10.35 
= - 25 [2- +4 (ST (10.35) 


z 2 
O2) = nl - [<- | F (10.36) 


Les valeurs maximales de w et © se situent au point À, sur l'extrémité 
libre de la poutre 


PP 
Wmax — SA ir 3EJ , (10.37) 
PI? 
Omax = 04 = 2EJ : (10.38) 


La valeur négative de JA signifie que la flexion est dirigée dans le sens 
opposé à la direction positive de l’axe w, tandis que la valeur positive de O0 
montre que la rotation de la section se fait dans le sens opposé aux aiguilles 
d'une montre. 

Pour la flexion d’une poutre sollicitée par une charge uniformément 
répartie q (fig. 179) er ayant des appuis articulés à ses extrémités l'expression 
du moment fléchissant est 


ql qz? 
M) = —z — — ; 
(2) > 2 nt 
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l'équation différentielle de l'axe curviligne de la poutre (10.31) prend alors 


Œw 1 ÉE w) 


la forme 


di E\2 2 


Intégrant deux fois on obtient 
 dw al 


DES = 2 3 : 
D 3 6 * À 
ql gz! 
W(z) = z — - z 
o 12EJ AEJ ec 
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D'après la première condition, w(0) = C2 = 0; d’après la seconde 
D 
C; = — 7 . 
24EJ 
Introduisant les valeurs de C, et C, dans les expressions pour w(z) et 0(2) 
on obtient l’équation de la ligne élastique et celle de l’angle de rotation 


== is z Ÿ? z 51 
= 28 -2(5) +(5]T 


(10.39) 
qP z V2, z Ÿ$ 
= (1 6(5) +45) 
La valeur maximale de la flèche coïncide avec le milieu de la travée 
5 alt 

Wimax = J = — 384 Ej . (10.40) 

La valeur maximale de l’angle de rotation coïncide avec les appuis 

3 
8(0) = 04 = — ee ; (10.41) 
01, = — 08 


On trouve au tableau 20 l'équation de l’axe curviligne de la poutre, 
les valeurs des flèches maximales et celles des angles de rotation maximaux 
des sections d'appui pour divers schémas d’application de la charge sur 
les poutres les plus simples. 

Lorsqu'on détermine les déplacements des sections des poutres il 
est parfois utile de se servir de la méthode grapho-analytique fondée sur 
l'analogie qui existe entre l'équation différentielle de la ligne élastique 
(10.31) et la relation différentielle (3.3) qui lie le moment fléchissant à 
l'intensité de la charge répartie. Ladite analogie permet de calculer la 


2) : 
flèche w, si l'on connaît , tout comme on calcule M(z) connaissant 


q(z). L'ordonnée du diagramme réel M{(z) divisée par EJ est considérée 
comme l'intensité d'une certaine charge fictive 


: M(2) : 
g(z)= EJ 


La flèche w(z) et l'angle de rotation O(z) recherchés de la poutre 
donnée (la poutre réelle) sont alors déterminés respectivement comme le 
moment fléchissant M,(z) et l'effort tranchant Q,(:) dans une section z 
de la poutre fictive, suite à l'action de la charge fictive gq;. 


v 
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Pour une poutre de section transversale constante, en guise d'intensité 
de la force fictive, il est plus commode d'adopter une quantité de EJ fois 
plus grande, autrement dit, l’'ordonnée du diagramme réel de M(z) 


qe) = M). 


Dans ce cas 
w(z) = 4e ; 
L (10.42) 
O(z) = : . 


M,{2) et Q{z) étant respectivement le moment fléchissant et l'effort tran- 
chant dans une poutre fictive, suite à l’action de la charge fictive gç(z) 
égale au diagramme Àf(z) de la poutre réelle. 

La poutre fictive a des tronçons de longueur égale à celle des tronçons 
de la poutre réelle et ses appuis sont choisis de façon à satisfaire les condi- 
tions de déformation de la poutre réelle. Au tableau 17 on trouve des 
combinaisons entre les fixations des appuis de la poutre réelle et de la poutre 
fictive. 

L'ordre à suivre pour déterminer la déformation est le suivant. On 
trace le diagramme du moment fléchissant de la poutre réelle: on choisit 
le schéma correspondant de la poutre fictive; la poutre fictive est soumise 
à une sollicitation représentée par le diagramme du moment fléchissant 
de la poutre réelle; dans la section choisie de la poutre fictive, on détermine 


les moment fléchissants fictifs Af,(z) et l'effort tranchant Q,(z) à l'aide 
des formules (10.42) et l’on calcule la flèche et l'angle de rotation pour 
la section choisie *). 

Lors du calcul des Af,(z) et des Q,(z) dans le cas où le diagramme du 
moment fléchissant dans la poutre réelle qui doit représenter la charge 
fictive accuse une configuration compliquée, on le subdivise en figures 
plus simples (voir par exemple la fig. 240) dont on connait les aires et 
les positions des centres de gravité (tableau 23). 


8 55. Détermination des déplacements dans 
les poutres par la méthode de paramètres initiaux 


La détermination des déplacements par la méthode d'intégration directe 
de l'équation différentielle de la ligne élastique pour le cas de poutres 
ayant un nombre important de tronçons dont chacun possède sa propre 


*)La méthode grapho-analytique exposée plus haut, dite aussi méthode de Afohr 
et fondée sur l'identité des équations différentielles, n'est pas la seule possible. On 
a récemment proposé d'autres analogies permettant de substituer à la détermination 
des facteurs de force et de déformation dans une barre donnée la détermination de 
ces facteurs dans une autre barre (fictive) (cf. Annexe, p. 785). 
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cquation du moment fléchissant présente des difficultés considérables 
dues à la nécessité de déterminer les constantes arbitraires d’intégration. 
Quand on intègre les équations différentielles pour # tronçons on a affaire 
à 2n constantes d'intégration. Ajoutant aux deux conditions principales 
aux extrémités de la poutre 2 (7 — 1) conditions faisant état d’une conju- 
gaison continue et régulière des tronçons de la ligne élastique, on doit 
établir 2# équations qui serviront à déterminer ces constantes arbi- 
traires. 


La tâche devient très ardue même pour trois tronçons. On peut sensi- 
blement simplifier la technique de calcul des constantes d'intégration en 
la ramenant à la détermination de deux inconnues seulement: la flèche 
ct l’angle de rotation pour une origine des coordonnées choisie. Cette 
méthode appclée méthode des paramètres initiaux est fondée sur les principes 
suivants: 

1. L'origine des coordonnées est choisie au point situé à l'extrême 
gauche de la poutre étudiée; cette origine sera commune pour tous les 
tronçons. 

2. L'expression pour le moment fléchissant A{(z) est obtenue en calcu- 
lant les moments créés par les forces situées à gauche de la section consi- 
dérée à une distance z de l’origine des coordonnées. 


3. Si l’on introduit dans l'équation un moment extérieur concentré f 
appliqué à une distance a de l'origine des coordonnées on le multiplie 
par un facteur (z — a)° égal à 1. 

4. Dans le cas où il y a discontinuité de la charge répartie (par 
exemple dans la section z = d sur la fig. 180, b) on la prolonge jusqu'au 
bout du tronçon considéré; pour compenser alors la charge réelle qui solli- 
cite la poutre on introduit une charge compensatrice de sens inverse (la 
charge supplémentaire extrapolée et la charge compensatrice sont d’habi- 
tude indiquées en pointillés). 

5. Pour tous les tronçons on fait l'intégration sans ouvrir les paren- 
thèses. 

Avec une telle approche l'expression du moment fléchissant fatiguant 
un tronçon quelconque est représentée à l’aide des facteurs de force agissant 
à gauche de la section considérée y compris le moment fléchissant A4, 
ct l'effort tranchant ©, sollicitant la section qui coïncide avec l'origine 
des coordonnées. Les grandeurs Af, et Q, ainsi que la flèche w, et l'angle 
de rotation 0, relevés à l’origine des coordonnées sont appelés paramètres 
initiaux. Le moment fléchissant pour la poutre représentée sur la fig. 180, a 
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FIG. 180 


avec l'origine des coordonnées choisie au point X à une distance z (dans 
le quatrième tronçon de la poutre) est 


M) = Mo + Qoz + M(z — a) + P(z — b) + 


A k : 
+ 4 2 6 
où 
4d — ec 
k=t 
gp NE 


Après l'introduction du moment fléchissant dans l'équation difié- 
renticlle (10.31), sa double intégration et la détermination des constantes 
d'intégration qui s'avèrent être les paramètres initiaux 


CG — (ZA et Ce — HO» 
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les équations O(z) = /,(z) et w(z) = f(z) peuvent être écrites sous leur 
forme la plus générale de la manière suivante: 


1 Z Zz 


— by? _ — dP 
ET + 54. c} (z — d) 


(z— c)° (z — d)' 
at -n Et] 


+ > P 


(10.43) 


Î 3 2 
w(z) = Wo + 002 + TJ [ ce +Z M ——— + 


z° (z — b} (z — c)! 
4! 


_ 5 = [4 
Fr px ET _ 5k & © | (10.44) 


4! 5! 5! 


L'équation ainsi obtenue (10.44) est généralement appelée équation 
universelle de la ligne élastique, car elle peut être utilisée pour tous les 
schémas de calcul des poutres. 

On introduit dans les équations (10.43) et (10.44) les charges situées 
à gauche de la section considérée, les signes respectifs des termes d’addition 
étant déterminés par ceux des facteurs de force. Ainsi, la détermination 
des déplacements par la méthode des paramètres initiaux se ramène en 
définitive à la détermination des valeurs des paramètres initiaux Q,, M, 
Oo et wo. Ce faisant, on détermine les paramètres initiaux statiques Q 
et Af, de la condition d'équilibre de la poutre et les paramètres initiaux 
géométriques 0, et w des conditions existant aux appuis. Pour déterminer 
les paramètres initiaux Q, et Af, on peut se servir des données du ta- 
bleau 9; pour les paramètres 0, et w, des données du tableau 20. 

Utilisons l'équation universelle que nous venons d'établir pour 
calculer les flèches de la console (fig. 181,a,b) en des points z = a et 
z = 2a. L’équation de la ligne élastique pour le tronçon où la charge q 
est appliquée a la forme suivante 


1 2 z$ z 
w(z) = vo + Or + 75 (Me + + a dal 
D'après la condition d'équilibre de la poutre on a 
= M = 
0 A 2 , 
Qo = À; = qa 
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Comme l’origine des coordonnées coïncide avec le point de fixation, 
les paranètres initiaux géométriques — flexion et angle de rotation à 
l’origine des coordonnées — sont nuls: 


L'équation des flèches pour le premier tronçon AC est donc 
1 ga? z° qaz w| 


W() = — | — — 


EJ DAT 4 


Pour z=4a 
_ _ 4 
PET SE 
L'équation des flèches pour le second tronçon CB est 
1 qa? 2? z° 2" (z — a) 
“HG ==; Far pt Mar Va Fi T f 
Posant z = 2a on a pour la flèche de l'extrémité libre 
: 7qa* 
"BA 


Après avoir déterminé les flèches et les angles de rotation on peut 
vérifier la rigidité de la poutre et choisir sa section à partir de la condition 


de rigidité: 
Wimax = J < [/]. 


Les valeurs admissibles des flèches [/] sont établies en fonction des 
conditions d'exploitation ou à partir des données expérimentales. 
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Dans le cas d’un calcui du déplacement des poutres dotées d’une 
articulation intermédiaire, les équations universelles (10.43) et (10.44) 
doivent être écrites sous la forme suivante: 


] Zz (z — a) 
0(z) = 09 + a(z — e)+ Tr: [an À +Y M T L 
21 (z — b} (z —c}) 
+ +2ZP + Et HO — 
(z— d? (z— c)* (z — dy 
— 24 = NS +XZk T —Zk PT | (10.45) 
NS 22 : 1 M 2? 
Hz) = wo + 002 + «(z +] + 
(z — a} 2° (z — bÿ 
+>2M 3 +, +2P 3 + 
(z — c} (z — dY 
(z — c}ÿ (z— d} 
+ XKk 3! — SK 5i { (10.46) 


où « est l’angle dont diffèrent les angles de rotation des barres aboutis- 
sant à l'articulation intermédiaire, c'est-à-dire 


O(e), + à = O(e)ars 


où O(e)a, est l'angle de rotation de la barre droite au point S(fig. 180); 
O(e),, l'angle de rotation de la barre gauche dans la même articulation S. 

Les termes d’addition accompagnés du facteur (z — j) <0, avec 
j = a, b, c, d, ne sont pas pris en considération dans les calculs. L’angle 
d'inclinaison réciproque « constitue une inconnue supplémentaire dans 
les équations (10.45) et (10.46). Tout comme les paramètres initiaux 
et 0,, l'angle « se détermine à partir des conditions existant sur les appuis. 
En fonction du schéma de calcul adopté pour la poutre on peut envisager 
deux cas fondamentaux de représentation des conditions d’appuis: 

1. L'angle de rotation « peut être déterminé en supposant nulle 
la flèche sur l'appui droit (fig. 182). 
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2. L'angle x est déterminé avec 0, en posant nulles les flèches sur 
les appuis B et C et en résolvant le système de deux équations algébriques 
(fig. 183). 


FIG. 182 FIG. 153 


& 56. Calcul à la résistance 
et à la rigidité des poutres 
de section variable 


Barres à gradins. Pour le calcul à la résistance d'une barre à gradins réa- 
lisée en matériau plastique la condition de résistance s'écrit 


Mona 
max — ET = < [o]. (10.47) 


Pour les barres en matière fragile on doit tenir compte de la concentration 
des contraintes aux jonctions de deux sections de diamètres différents. 
Dans ce cas la condition de résistance doit s'écrire sous la forme 


M 
Omar = XOn = € F7 < [co], (10.45) 


où x est le coefficient théorique de concentration des contraintes (cf. 
Appendice 2). Dans les deux formules, W cest le moment résistant de la 
section affaiblie. 

Pour déterminer la déformation de la poutre à gradins (fig. 184, à) 
on doit écrire l'équation différentielle de l'axe curviligne de la poutre 
pour chaque gradin dont les rigidités en flexion des sections transversales 
sont respectivement EJ,; EJ,; EJ,;...: 

2 (> 2 
dw __ MG). Œw : M(2) d'w : ALL (10.49) 
dz? EJ, dz° EJ, =? EJ, 


Substituons à la poutre à gradins une poutre équivalente de section 
constante ayant pour moment d'inertie J, égal au moment d'inertie d’un 
des tronçons de la poutre, du second par exemple J, = JZ,. Multipliant 
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É HU 
Em 

D 2 JPa $Pa ï 


ki 2; 


es De Le 


+ 


FIG. 184 


par J, le numérateur et le dénominateur du deuxième membre de l'équation 


différentielle (10.49) écrite pour un tronçon quelconque #7, il vient 


d'w MG) Jo _ MG) do 7 ) 
dz®  EJ, J El JM ci 


(10.50) 


J 
où BP, = FE est le coefficient de réduction. Dans l'exemple reproduit 


3 
sur la fig. 184 J,:J:J3=1:3:2et f, —3; Ba = 1; onde 
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Comme le moment fléchissant est une fonction linéaire de la charge 
ce sont toutes les charges extérieures de cette partie avec les efforts internes 
O ct M aux jonctions des gradins qu’on peut multiplier par lecoefficient 
de réduction au lieu du moment fléchissant et cela quelle que soit la partie 
du segment de la poutre (fig. 184, b, c). Joignant diverses parties entre 
elles et additionnant les efforts internes existant aux jonctions, on obtient 
une poutre de section constante ayant EJ, comme rigidité en flexion et 
sollicitée par des charges extérieures réduites (c’est-à-dire multipliée 
par B,). Cela étant, ce sera aux jonctions qu’on observera de brusques 
variations des efforts tranchants et des moments fléchissants, variations 
égales respectivement à 


AQ: = QiBa — Pi); 403 = Q:B3 — Ba); 
AM, = MPa — BP); 4Ma = M3 — 2). 


Aux jonctions des parties de la poutre il convient d'appliquer des 
efforts et des moments concentrés supplémentaires qu’on détermine à 
l'aide de formules réduites. 

La poutre équivalente ainsi obtenue (fig. 184, d) possède une ligne 
élastique coïncidant complètement avec celle de la poutre à gradins consi- 
dérée (fig. 184, a). 

Les déplacements d’une telle poutre peuvent être évalués en intégrant 
l'équation différentielle 


d'w =. Méa(2) 


er EJ, (10.51) 
où M, 64 est le moment créé par les charges extérieures réduites et les charges 
supplémentaires 4Q et 4Af que l'on détermine comme pour une poutre 
ordinaire chargée d'après le schéma de la fig. 184, d. Pour évaluer w et @ 
on peut utiliser aussi les équations universelles (10.43) et (10.44) de la 
méthode des paramètres initiaux, en considérant la poutre réduite comme 
une poutre ayant une section constante et une rigidité en flexion de la 
section transversale égale à EJ;. 

Poutres à section variant de façon continue sur leur longueur. Si 
les dimensions de la section d’une poutre varient de façon continue le 
long de son axe longitudinal, les formules établies à partir de l'hypothèse 
des sections transversales planes ne se vérifient plus comme d'ailleurs 
cette hypothèse elle-même. Cependant comme en témoignent les résultats 
des calculs faits à l’aide des méthodes de la théorie de l'élasticité, dans 
le cas où l'angle d'inclinaison de la génératrice de la surface de la barre 
par rapport à son axe ne dépasse pas 15 à 20°, la distribution des contraintes 
normales sur Îla hauteur de la section peut être considérée com- 
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me linéaire. Aussi peut-on naturellement se servir de la condition de la 
résistance ordinaire ainsi que de l'équation différentielle de la ligne élas- 
tique 


Omax — 176) < [o]; (10.52) 
7 0. (10.53 
d:2  EJ(:) Sol 


Les erreurs que donne le calcul des contraintes tangentielles à l’aide de 
la formule de Jouravski 


Le OS(>) 
b(z)J(:) 


sont dans ce cas plus importantes que pour le calcul des contraintes 
normales d’après la formule de Navier 


_ MG, 
_ J(2) 


(10.54) 


(10.55) 


La formule (10.53) qui est l'équation différentielle de la flèche d’une 
poutre de section variable peut être écrite sous la forme 
d'w M,ea(2) 
D 10.56 
dz? EJo ( ) 


où Mc (2) = _ AMA(2) est le moment fléchissant réduit dont la signi- 
Z 

fication diffère de Af,ea qui entre dans la formule (10.51); J,, moment 

d'inertie d'une section quelconque, qui est d'habitude soit minimal soit 

maximal. 

La poutre dont le moment de résistance varie proportionnellement 
au moment fléchissant dû à l’action des charges extérieures est appelée 
poutre d'égale résistance en flexion. Une telle poutre est calculée à l’aide 
de la formule 


M(2) 
(o] 


Dans une poutre d'égale résistance en flexion, les contraintes maximales 
dans une section quelconque sont identiques et égales aux contraintes 
admissibles [o]. À titre d'exemple d’une poutre d'égale résistance on peut 


W(z) = (10.57) 
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citer la console de la fig. 185 qui a une largeur constante b et une hauteur 
variable A(z) pouvant être déterminée de la formule (10.57). Ainsi 


A Mc RC 


< 
b 
d'où on tire 
h(z) = | I + V2. (10.58) 


Par conséquent, la hauteur de la poutre varie selon une loi parabolique 
atteignant son maximum en l'endroit de l'encastrement: 


ho = RU) = VE JT. 


Puisque d'après (10.58) au point d'application de la force (z = 0) (0) = 0, 
la hauteur de la section frontale se détermine à partir de la condition de 
cisaillement 


d'où on tire 


Les poutres de configuration parabolique (très pratiques du point de vue 
de l'économie du matériau) sont rarement utilisées à cause des difficultés 
que présente leur fabrication. En pratique on utilise souvent les poutres 
d'égale résistance en flexion qui ont une hauteur constante # et une largeur 
b(z) variable (fig. 186). 
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La loi de variation de la largeur b(z) est donnée par (10.57). On a alors 
b{z)h? M(2) Pz 


sp ft) 7. 
FU )- 2h? [o] 


La flèche maximale d’une telle poutre d'é- 
gale résistance en flexion s'évalue d'après 
(10.56). Connaissant J,, J(z) et leur rapport 


bh 621 
Jo =; : JG= — >; ’ 
JB  ! 


JG) b(z)  2z 
on peut déterminer le moment réduit 


CD Un oe MG), Pz JD Pl 


@ JG)" 2JG) 4 
ITS? Introduisant Mas dans (10.59), il vient 
dèw PI 

2 TT ne 4 


FIG. 186 Après avoir intégré deux fois, on trouve 


2 (HN 


= (+ ae + à] 
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Les constantes d'intégration C, et C, s’obtiennent de la condition 
l 
(0)=0; 0[—|=—0, 
w(0) | m 


d'où on tire 


C nr rs : Ce = 0 
Don 1 (PI l° 
W(z) = -— (5 22 — - } 
Es, \ 8 8 
et ! p 
P. 
nf) 5er 


On voit que la flèche maximale d’une poutre d'égale résistance en flexion 
est 1,5 plus importante que la flèche d’une poutre de section constante 
ayant pour rigidité en flexion EJ,. 


FIG. 187 


La théorie exposée ci-dessus permet un degré d’approximation suf- 
fisant dans le calcul des ressorts (fig. 187, a, b, c, d). 
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Dans ce cas la largeur des sections frontales de la poutre s'évalue 
d'après la condition de cisaillement (6g. 188, a, b) 


a 
T = = — — 
max F b.h , 
d’où on tire 
: P 
hr] 


FIG. 188 


Les formules qui servent au calcul des dimensions de la section trans- 
versale et de la flèche maximale des poutres d'’égale résistance sont consi- 
gnées au tableau 18. Le tableau 19 contient les équations de la ligne élas- 
tique et des angles de rotation des sections transversales d’une poutre 


cantilever ayant une hauteur variable, pour certains cas d'application 
de la charge. 


$8 57. Calcul à la flexion tenant compte 
des forces d'inertie 


L'effet des forces d’inertie est à prendre en considération lorsqu'on calcule 
les éléments des structures soumises à de fortes accélérations. A titre 
d'exemple considérons une bielle de connexion AB (fig. 189) reliant deux 
essieux dont l’un (O,)est moteur. Un élément quelconque de la bielle de 
connexion qui décrit une circonférence de rayon r avec la vitesse angulaire 
égale à «© subit une accélération centripète égale à œ’r. L’'intensité de 
l'effort réparti le Iong de la bielle de connexion s’exprime par 
+E:2 
gi —= — OF, 
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où F est l'aire de la section transversale de la bielle de connexion: ;, le 
poids spécifique du matériau, g, l'accélération de la pesanteur. 

La position la plus dangereuse de la bielle de connexion est la position 
la plus basse 4,2, pour laquelle les charges dues aux forces d'inertie g; 
et au poids propre q,, s’additionnent: 


E. .. F lie @°r 
Jmax = dir pp = OTTAE ET ja ° 
£ & 
Assimilant la bielle de connexion à une poutre posée sur deux appuis 
articulés, trouvons le moment fléchissant maximum 


Gul.. FC ( | 7) 


Mnax TR rue 


8 8 
et la contrainte maximale 


FIG. 189 FIG. 190 


On doit également tenir compte des forces d'inertie en calculant la 
biclle d'une machine à piston (fig. 190). Cette bielle est sollicitée par une 
charge d'inertie répartie qui varie suivant une loi linéaire comme le montre 
la figure. L’intensité maximale de la charge d'inertie s’observe au point À 
lorsque la bielle forme avec la manivelle un angle de 90°: 


« + 


'é 2 
Imas = ——— OT, 


où r est le rayon de la manivelle. 
Le moment fléchissant maximal dans la bielle (qu’on assimile à une 
poutre aux appuis articulés) se localise, comme on sait, à une distance 


—— du point 2: 
y3 


Imaxl° 
Max = FES , 


et la contrainte maximale 


Introduissant q,,,,, il vient 


EE ——————…—…" —— —————————— 


max 


8 58. Contraintes tangenticlles dans 
des poutres-profilés à paroi mince en flexion. 
Centre de flexion. 


La formule de Jouravski donne de bons résultats dans les cas où la largeur 
de la poutre (de section win, fig. 191) est suffisamment petite par rapport 
à la hauteur 4. 

Dans les sections 1,7, des ailes d’un profilé à paroi mince (fig.191,c, 
d,f), les contraintes tr parallèles à l'effort Qsont suffisamment petites 
pour qu'on puisse se permettre de les négliger. Mais dans ces ailes apparais- 


FIG. 191 


sent des contraintes tangentielles r.,;,, qui sont perpendiculaires à l'effort Q. 
Tenant compte de la faible épaisseur de l'aile ; on peut estimer que les 
contraintes tangentielles T,;,,, sont réparties uniformément dans l’épais- 
seur de l'aile. Leur valeur s’obtiendra alors à l’aide de la formule 


OS) 


Taile — TH (10.59) 


établie à partir des conditions d'équilibre d’un élément 9z de l’aile d’un 
profik en double T (fig. 192) pour lequel le moment statique est 


S) = b _ h t| 10.60 
(x == (5 --) (10.60) 
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Comparant les formules (10.59) et (10.60) on s'aperçoit que la loi de 
distribution des contraintes tangentielles sur la largeur de l'aile est déter- 
minée par celle de variation du moment statique S(x), en d’autres mots 
les 7j Se répartissent suivant une loi linéaire. 


FIG. 192 


Les diagrammes des contraintes tangentielles tracés pour un profilé 
en double T n° 20 des Normes pour @ = 10 000 kgf sont reproduits 
sur la fig. 193. 


FIG. 193 
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Les contraintes tangentielles dans les aïles des profilés à paroi mince 
exercent une influence considérable sur le caractère de l'état de contrainte 
d'une barre et le type de sa déformation. 

Si la section a deux axes de symétrie et que le plan des forces passe 
par l’un des axes (fig. 194, a) on assiste à l'apparition, dans la section, 


FIG. 194 FIG. 195 


des résultantes d'efforts agissant dans l'âme, Täme et dans l’aille, Tire 
(fig. 194, b). En raison de la symétrie des ailes, les efforts Tin s'équi- 
librent mutuellement sur chacune d'elles. 

1l en est autrement si l’axe central principal perpendiculaire à la ligne 
neutre ne constitue pas l'axe de symétrie (fig. 195, a). Les contraintes 
tangentielles dans l’âme de la poutre et dans les ailes doivent être ramenées 
respectivement aux efforts Time et Tir (fig. 195, b). Ce faisant on néglige 
les contraintes tangentielles verticales dans les ailes. L'effort tranchant sera 


Q = Time. 


A noter que cette force ne passe pas par le centre de gravité et, comme 
elle est la résultante de la force Time et des deux forces T,;1. qui forment 
un couple, elle se trouve déplacée à une distance xc (fig. 195, b) et coupe 
la ligne neutre au point C. 

Le déplacement xc peut être déterminé d'après la condition 


d 
ZM, = 0 [xe + _ —_ AA —t)= 0, 
d'où on tire 


Xc = Sie (h—1)— _ (10.61) 
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Tenant compte de ce que 


b-Xxe b-x St) 
AY 
Tane = f Taile AX = rs dx = 
—(xe—d) —(Cxe—d) 
h—1 
b—x b— x — F2; 
Re 2 Qu — 1Xb — dÀ 
= ET ri Med 
Ji 4J 


— (red) 

on peut écrire la formule (10.61) sous sa forme définitive 

th — 1} (b — dÿ? d 

X = ——————— = — 

£ 4J 2 
La conséquence du déplacement de la résultante par rapport au 
centre de gravité de la section à une distance x, + x, comme le montre 
le schéma de la fig. 196, a, est que la charge extérieure P agissant dans 
le plan zy provoque dans la section de la poutre non seulement un moment 
fléchissant variable suivant la longueur M4(z) = Pz, mais aussi un moment 
de torsion (fig. 196, b) M, = P(xo + xc) suite au déplacement de l’effort 


FIG. 196 


tranchant © = P (résultante des efforts Tame et Tue). Aussi la poutre 
subit-elle non seulement une flexion mais aussi une torsion (fig. 196, f). 
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Pour éviter la torsion on utilise en pratique des sections symétriques 
constituées de deux profilés en U ou bien on met le point d'application 
de la charge en dehors du plan principal de manière qu'il passe par le 
point C (fig. 106, d). 

Dans ce cas l'élément de la poutre de longueur z est complètement 
équilibré par les forces P, Q(z) = P et le moment M(z) — Pzetil n’y 
a donc pas de torsion. Aussi appelle-t-on le point C centre de flexion ou 
centre de rigidité. Les centres de flexion de toutes les sections d'une poutre 
se situent sur une droite qu’on appelle axe de rigidité de la poutre (fig. 196,b). 
Il est évident que pour les barres à double symétrie l'axe de rigidité de 
la poutre coïncide avec l’axe servant de lieu géométrique des centres 
de gravité. 


$ 59. Calcul des poutres 
à fondement élastique 


Lorsqu'une poutre repose sur un fondement élastique continu (fig. 197), 
on suppose que la réaction du fondement en un point quelconque est 
proportionnelle à la flèche élastique w en ce point. 
PE le coefficient de proportionnalité qui a Ia dimension 
orce 


(longueur)? 
Ainsi pour une charge extérieure répartie donnée g(z) la charge 
répartie totale agissant sur la poutre est 


P(2) = q{(z) — aw(z). (10.62) 


Le calcul des poutres reposant sur un fondement élastique constitue 
un problème hyperstatique. L’intensité de la réaction d'appui est liée à 
la déformation de la poutre et de ce fait pour résoudre le problème il faut 


par « on obtient que l’intensité de la réaction est aw. 


g 
LL TITI 
RENE 
CT TT 


FIG. 197 


trouver d’abord la ligne élastique de la poutre. L'équation différentielle 
de l'axe incurvé de la poutre, compte tenu des directions adoptées sur 
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la fig. 197 pour l'axe de w et de la charge g et en vertu de (10.34), peut 
s'écrire sous la forme 


= _ [g(z) — xw(z)]. (10.63) 


FIG. 198 


Si la charge répartie est absente, qg(z) = 0 (fig. 198) et l'équation (10.63) 

se transforme en 
d'w{z) e 
du 
Soit l'origine des coordonnées coïncide avec l'extrémité gauche du 
tronçon considéré pour lequel les paramètres initiaux sont we, 0, Mo 

et @,. Introduisant la désignation 
4 


.-[e 


= ns w(2). (10.64) 


a 


(L a la dimension de la longueur) et remplaçant la variable indépendante z 
par une abscisse adimensionnelle 


mettons l'équation (10.64) sous la forme 


0 
da W = VU. 


La résolution générale de cette équation est 
w = Ces cos & + Cievsin € + Ces cos € + Cie vsin£. (10.65) 
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Calculant les dérivées respectives de (10.65), exprimons par ces der- 
nières Q, M et 0: 


… OL = CieË(cos & — sin €) + Cuet (cos € + sin &) — 
— Cet (cos € + sin &) + Cie”$ (cos € — sin &); (10.66) 
d? M(2)L! . 3 
Æ = — = — 2(Cies sin £— Cet cos £— Ces sin + 
+ Cieé cos &); (10.67) 
dw Q(2)L:3 
A 2[Ces (cos & + sin &) — Ciei (cos € — 


— sin &) — Ces (cos & — sin &) — Cie-® (cos & + sin &)]. (10.68) 


Posant dans (10.65)-(10.68) & = 0 on obtient les expressions pour 
les paramètres initiaux 


Wo = Ci + Cas 
LH = Gi + CG — Css + CG: 
LM, = (— 20, + 20) EJ: 
L'Q = (20, — 204 — 20, — 20) EI. 


Résolvant ce système de quatre équations linéaires par rapport aux cons- 
tantes d'intégration on trouve les équations de ces dernières exprimées 
en fonction des paramètres initiaux dans la forme suivante: 


vo LM, L@. 


Ci = —— , 
2 4 8EJ 
_ L0, LM L'@ 
1 4 _ 4EJ  8EJ 
Wo LO L°Q@ 
Cds 
2 4 8EJ 
LO, L'M  L'@ 
7 4 4EJ  8EJ 
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Introduisant les valeurs des constantes d'intégration dans (10.65)- 
(10.63), il vient 


L3M. L° 
“G)= no + LE — 5 FE — ee Ye): 
LM L'Q 4: 
0€) = DD — EE PO — EE YO — Y,(&): 


M(2)= Mo) + LOoYAS) + aL'wo T6) + 2L 05 Y(E); 
4 
Q()= YO) + aLwoYAE) + aL'0,Y AE) — . Moi), 
où }i, de, Ye, Y, sont les fonctions de A. Krylov *); 


Y,(&) = ché cos € — = + e”$) cos Ë: 


YA(E) = (Ch € sin & + sh € cos €) = 
= - [(ef + e”$) sin € + (e* — e7) cos €]; 


YA(8) — shEsn£= _ E (e* — e”é) sin el 
Y (£) = _ (ch & sin & — sh & cos €) — 


1 
4 [(e£ + e$) sin € — (er — e-é) cos €]. 
Quand on calcule les dérivées des fonctions de Krylov les relations impor- 
tantes suivantes sont vérifiées : 
LYi= 4"; LY= Yi LYs=Y: LYi= Ys 


Pour le cas général (fig. 199) lorsqu'un tronçon Oz supporte l’action 
d’un moment concentré Af, en un point d’abscisse a,, la force ponctuelle P, 
en un point d’abscisse b, et la charge uniformément répartie g. sur le 


*) Les valeurs de ces fonctions sont données dans l'Appendice 4, 
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FIO. 199 


tronçon de z = c jusqu'à z = d, les équations générales pour w, 0, Q 
et Af ont la forme suivante: 


W(z) = Mol (=) + 0oL Ya (= — 


: Murs (-<) 
= Ce Bu 


+ AL», [+ + L'S MY; É *] LYS P,Y +) n 


+ FEa[r (=) =ÿ = <)I (10.69) 


8€) = 00 [+ À fyzr +]+aur(E) + 
o= ar (+) -5 M (+ ( 7 
4EJ z — — b 
+ mo (<)+25mn[ +] - CDLYAE , ) - 
— — d 
- L'Eau É mu Le r, (£ L ‘)IE (10.70) 
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+) + QoLY: [£ L + + aL?woY3 (+ all zl + 
E =D, 
+ Mr ( +) -LEPN|{ = c]+ L'Yq Pr f = - 
— d; 
= r, | ]| (10.71) 


M(2) = Mo, | 


4M, 
O(2) = Oo E L | + aLwo}a (5 + aL'v | )- pa r, =) 


" LEal É = 2 7: F +) (10.72) 


Ainsi, connaissant les paramètres initiaux w, 00, Mo et Q on peut déter- 
miner les grandeurs w(z), 0(z), M(z) et Q(z), pour chaque section de coor 
donnée z, à l’aide des formules (10.69)-(10.72). 

Les paramètres initiaux pour chaque point concret peuvent être 
déterminés à partir des conditions sur les extrémités de la poutre. Ces 
conditions sont consignées au tableau ci-bas pour diverses fixations de 
la poutre lorsque l'origine des coordonnées coïncide avec son extrémité 


gauche. 


Conditions sur les extrémités Extrémité gauche Extrémité droite 
de la poutre (z =0) (z = 
Extrémité gauche | Extrémité droite] w | 0 || A | ol | Extrémité gauche | Extrémité droite] w | 0 || M] o[ {0 |o m|o 
libre libre pe Me | Q a Mi | Q 
libre appuyée _— — Me | Q (4) — Mi | — 
libre encastrée — — Me | D (4) 0 — — 
appuyée appuyée 0 — M, — 0 _— Ms | — 
appuyée encastrée 0 Me — 0 0 — _ 
encastrée encastrée 0 0 — — (1) 0 — _ 


Notice: Af, et O1 sont respectivement force et moment extérieurs concentrés sur 
l’appui droit. 

Choisissant l'origine des coordonnées sur l'extrémité gauche de la poutre à une 
travée on connait toujours deux paramètres initiaux. Pour trouver les deux autres on doit 
résoudre un système de deux équations algébriques établies pour le cas où l'extrémité 
droite de la poutre est encastrée. 
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$ 60. Flexion des poutres dont 
le matériau n'obéit pas à la loi de Hooke 


Les diagrammes de traction ct de compression pour les matériaux qui 
n'obéissent pas à la loi de Hookc (fonte, pierre, etc.) montrent que les 
contraintes s'accroissent plus lentement que les déformations et que le 
décalage entre l’augmentation des contraintes et celle des déformations 
est plus important en traction qu’en compression 
(fig. 200). Dans ce cas la ligne neutre ne passe 
pas par le centre de gravité de la section tranver- 
sale, mais se déplace vers le centre de courbure 
de l'axe de la poutre (fig. 201). Connaissant le 
rayon de courbure de la couche neutre p on 
détermine en vertu de l'hypothèse des sections 
planes l'allongement relatif d’une fibre se trouvant 
à une distance y de la couche neutre à l’aide de 
la formule déjà connue 


PS (10.73) 
FIG. 200 p 


C'est la raison pour laquelle il convient avant tout de trouver la 
position et le rayon de courbure de la couche neutre. 

. Etudions une poutre de section rectangulaire faite en un matériau 
qui n'obéit pas à la loi de Hooke (fig. 202). Tenant compte du fait que 


FIG. 20! 


pour divers matériaux les relations € — f(o) en compression et en traction 
peuvent être mises sous la forme 
(10.74) 


= n° = K m 
Etr ko07 Ecom KcomO 2m 


Où £4c, Kcom: 2 et m1 sont des grandeurs caractérisant les propriétés physi- 
ques des matériaux, la position de la couche neutre peut être déterminée 
à partir des conditions 


>2Z = \sar= 0; 


FIG. :02 


2M,= (> dF— M=0 


F 
ou alors 
h, LR 
b | Oued} — 1 PRE dy) = 0; (10.75) 
0 0 
h ha 
b [our dy + \ sec 7) = M. (10.76) 
0 0 


En vertu de (10.74) et (10.73) 


1 
Er |" | y |” Ge | | y JF 
Or = | — = s oO = = + (10.77) 
ù Es KP Lu Kcom KcomP 


J91 


C3 
L 2 
CL J 


Introduisant (10.77) dans (10.75) et (10.76) et intégrant, on obtient res- 
pectivement 


1 1 
n hi \n m ha  \m 
h, — ha =0; 0.78 
| PE or) 4 Le 


1 1 
n h, n 2 ni | ll |” 2 
b hi + ——— 0 h5 = M. (10.79 
Mm+1 | EP | TES Tr Sd 


Tenant compte de ce que h, + À; = À trouvons des deux dernières équa- 
tions p, h, et A, et ensuite déterminons d’après la formule (10.77) les 
contraintes o4, et Gcom- 

On peut aussi résoudre le problème inverse: déterminer le moment 
fléchissant maximum admissible connaissant les contraintes admissibles 
en traction [o,,] ou en compression [0,1]. Pour ce faire à l’aide des 
formules (10.77), on détermine les contraintes dans les fibres extrèmes 


LA ha 


(Oir)max Or = 


1 | 
j’ CN (0 -a=| |" (10.80) 
1714 


En vertu de (10.80) les expressions (10.78) et (10.79) peuvent être présentées 
sous la forme 


con? 


m 
n s ml : 

— bols + —————— bo,h5 = M, 10.82 
mer TS 0e ee 

Outre cela, on tire de l’équation (10.80) 

/ 14 
LC LR (10.83) 

li 02 Kcom 


Se servant des relations (10.81)-(10.83) et connaissant {o,,]ou [o.om]lon 
peut *) déterminer la position de l'axe neutre et les valeurs admissibles du 


moment fléchissant [A£]. 

Dans le cas où le matériau obéit à la loi de Hooke, mais les modules 
d'élasticité en traction et en compression sont différents (généralement 
Ecom > Eur), le diagramme des contraintes normales prend la forme repré- 


+) Compte tenu de ce que h+hs=h. 
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sentée sur la fig. 203 tandis que les contraintes maximales pour un moment 
fléchissant connu M dans une barre de section rectangulaire se déterminent 


d’après les formules 
ne (1+ VA E, Ï 
Ecom 
(10.84) 


com = pe (1+ VE) 


FIG. 203 


Dans le cas où les contraintes se déterminent à partir des déformations 
relatives dans les couches extrêmes relevées à l’aide d’un tensomètre on 
a intérêt à écrire la formule (10.84) sous la forme suivante 


3M ( | ee | 


FR bh? Etr 


3M __ Etr 
com = ya [1 7 ; 


Ecom 


(10.85) 


Tableau 17 
Schémas des poutres réelles et des poutres fictives correspondantes 


Poutre réelle | Poutre fictive 
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Tableau 18 
Poutres d’égale résistance en flexion 


Formules pour la détermiaation des 
dimensions de la section transversale 
et de la flèche maximale 


| Schéma de la poutre et sa section 
versale 


Suite 


ee 


Formules pour la détermination des 
dimensions de la section transversale 
et de la flèche maximale 


Schéma de la poutre et sa section 
transversale 


que 
IN NE h; | (24) 4): E— 


I NRABEBE ES 


C4 47 


Î b 
l N < N hz = Se, | ee 
_ 
L 


7 Pr 
= If 
3Pz 3Pl 


7 
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CHAPITRE il 


Résistance composée 


Par résistance composée, on comprend différentes combinaisons des états 
de contrainte simples (traction, compression, cisaillement, torsion, flexion). 
Dans le cas le plus général de chargement d’une poutre (fig. 204, a), 


on a affaire, dans ses sections transversa- 
les, à l’action de six composantes des forces 
internes (N, ©Q,, ©O,, M,, M,, M) 
(fig. 204,b) qui sont liées aux quatre 
types de déformations simples d’une barre: 
traction ou compression, cisaillement, 
torsion et flexion. 

En vertu de l'hypothèse sur le ca- 
ractère indépendant des efforts, l'état de 
contrainte d’une barre rigide se détermine 
par voie d’addition des états de contrainte 
provoqués par chacun des types de char- 
gement simple. 

De la même façon, les déformations 
(déplacements) peuvent être déterminées 
par voie d’addition des déformations (dé- 
placements) provoquées par chacune des 
composantes de la sollicitation. 

Le principe d'addition des efforts ou le 
principe de superposition s'applique à tous 
les cas où les déformations sont petites 
et le matériau obéit à la loi de Hooke. 


FIG. 204 


En pratique, on rencontre rarement des cas où les six composantes des 
forces internes apparaissent en même temps dans la barre; d'ordinaire, on 


a affaire à différents types de leurs combinaisons. 
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61. Flexion composée et déviée 


La flexion composée ou non plane est provoquée par des forces extérieures 
qui agissent dans des plans différents passant par l'axe d’une poutre 
(fig. 205, a). Dans ce cas, la déformée de la poutre ne se présente pas 
comme une courbe plane. 

Si toutes les sollicitations qui provoquent la flexion agissent dans un 
même plan ne coïncidant avec aucun des plans principaux, la flexion est 
dite déviée (fig. 206, a). 


FIG. 205 


D'ordinaire, on réduit la flexion composée ou déviée à deux flexions 
planes; pour cela, les sollicitations agissant dans des plans longitudinaux 
arbitraires se décomposent en composantes situées dans les plans prin- 
cipaux 2} et zx (fig. 205, b, 206, b). Avec cela, dans la section apparaissent 
quatre composantes d'efforts internes: Q., Q,, A, et M,. 

Pour une action simultanée de M, et A£,, les contraintes en des points 
situés, pour n'importe quelle section, dans le premier quadrant du système 
des coordonées xy (fig. 207, a) se déterminent par la formule: 


M. M 
o = Éd + re. (11.1) 
Jr J, 


J14 


FIG. 206 


FIG. 207 


$ 


ON 


Dans le cas général, quand on se sert de cette formule, il importe de tenir 
compte des signes accompagnant les coordonnées x et y. 
En flexion déviée (fig. 208), on a les relations suivantes 

M, = Mcos 5] 


11.2 
M, = M sin x, (69 


FIG. 208 


M étant le moment fléchissant agissant dans une section donnée, dans le 


plan de la force pp (fig. 207, b). 
La formule (11.1) peut être transcrite dans la forme suivante 


JCOSX xsinx 
os = M + (11.3) 
Je J, 
L'équation de la fibre neutre s'obtient de (11.1) si l'on y pose o = 0: 
M,» M 
OR Pa AT (11.4) 
Je J, 


L'équation (11.4) est l'équation d’une droite passant par l'origine 
des coordonnées. La position de la fibre neutre se détermine à l’aide de 
la tangente de l'angle f qu’elle fr" « avec l'axe principal x (fig. 207, b): 


M, J 
Des ers. (11.5) 
X M,  J, 
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En construisant le diagramme vectoriel des moments (fig. 208) on 
détermine l'angle d’inclinaison « du plan de la force pp (plan dans lequel 
agit le moment) 


M 
tw@x— —?. 11.6 
l'E M. (11.6) 


L’angle d'inclinaison de la fibre neutre (11.5) peut alors être repré- 
senté par la formule 


Jr 
trgB—= — — tgx, (11.7) 
J; 


qui montre que, dans le cas général de flexion composée, quand J, # J,, 
la fibre neutre n'est pas perpendiculaire à la ligne de force. 

Comme dans le cas d’une flexion déviée le rapport de Af, à M, qui 
se caractérise par tg x (11.6) est constant sur toutc la longueur de la barre, 
l'angle d'inclinaison f de la fibre neutre le sera également, c’est-à-dire 
la déformée va se situer dans un plan unique #n-#1 (fig. 208) dit plan de flexion. 


Pour l'état de contrainte compliqué, le calcul de vérification de la 
résistance s'effectue à la base des données sur la contrainte totale la plus 
grande. Il est évident que, en flexion composée, les contraintes maximales 
Oma. Se localiseront aux points les plus éloignés de la fibre neutre (les points 
A et B sur la fig. 209). Dans le cas présent, les contraintes maximales 


377 


de traction apparaissent au point 4, tandis que les contraintes maximales 
de compression, au point B. Les conditions de résistance ont la forme 
suivante: 


MxY4a Myxa 


Omax — 04 — Tr + J < [o,]; (11.8) 
x y 
M,» M,x 
Gaia = 0B= 5 — — <lo) (11.9) 
x y 


Dans le cas d’une flexion déviée (fig. 207, b) les conditions de résis- 
tance s'écrivent comme suit: 


Xp Sin & Yp COS « 


Omax = 0B — Minax | | < {o,]; (11.10) 


J, Je 
XpSIN&  JpcCos«x 
Omin = 0D = — Minax | Per | < {o_}]. (11.11) 
J, Le 
En particulier, pour une section rectangulaire quand 

J J J J 
= 7 =W,; Re = pe, 
XD 8 J'B JD 


les formules (11.10) ct (11.11) peuvent être représentées de la manière 
suivante: 


sin x cos x 
(= + | < (6,1; (11.12) 
TA 


, 
Do 


| sin x Cos x 
W, WF, 


| < ([o_]. (11.13) 


La détermination des dimensions d'une section dans le cas d’une 
flexion non plane s'effectue par la méthode de sélection en se fixant diffé- 
rents rapports des moments résistants. Les contraintes tangentielles peuvent 
être déterminées d’après la formule de Jouravski 


O,Sx " Q,S, 
Tr = ; Tr = s 
J,b J,h 


Les déplacements se déterminent d’après le principe de l’indépendance 
des effets des forces. Si w est la flèche dans la direction de l'axe principal y; 
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v, la flèche dans la direction de l'axe 
principal x (fig. 210), les équations difié- 
rentielles de flexion dans les plans yOz 
ct xOz auront la forme suivante 


y 
ee M,. (11.14) 

Les équations (11.14) se résolvent à 
l'aide de n’importe laquelle des méthodes 
connues tout comme pour une flexion 
simple. 

La valeur de la flèche totale dans une 
section quelconque d'une poutre peut être 
obtenue par addition géométrique des 
flèches des différents plans d’après la 
formule 


f=Vrr+ nt (11.15) 


8 62. Flexion avec traction 


FIG. 210 


L'action conjuguée de la flexion et de la traction (compression) a lieu 
dans les cas suivants: sollicitations agissant dans les plans longitudinal 


et transversal; traction (compression) excentrée. 


Flexion composée avec traction (compression) d’une poutre droite. 
Pour le cas général (fig. 211,a) quand la poutre est soumise à l'action 
des forces longitudinales et transversales coupant son axe, dans sa section 


FIG. 211 
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dans le sens de l’axe z-N- (fig. 211, b). Dans ce cas, les contraintes nomales 
en un point quelconque se déterminent par la formule 


N. M, 
G=— + —p + —— x. (11.16) 


En supposant linéaire l'état de contrainte en un point dangereux (avec 
cela, les contraintes tangentielles ne sont pas prises en considération), 
la condition de résistance s'écrit dans la forme habituelle 


Omar < (0). (11.17) 


Pour une section à symétrie double, la formule (11.16) prend la forme 
suivante 


Pour le cas d’une flexion dans le plan z) 


N M, 
D, =— =, (11.18) 
# F W, 
On se sert également de ces formules quand on calcule à la résistance les 
portiques plans ainsi que les arcs de faible 
courbure. 

Traction (compression) excentrée d’une 
poutre droîte. Noyau central d’une section. 
En pratique, la flexion se trouve souvent 
combinée avec la traction (compression) 
suite à une application excentrée de la 
sollicitation parallèle à l’axe de la barre en 
sorte que la résultante P ne coïncide pas 
avec l’axe de cette dernière (fig. 212). 
Désignons les coordonnées du point d’ap- 
plication de la résultante par xb et }p, 
et la distance de ce point à l'axe z, 
appelée excentricité, par e. Les efforts 
internes en une section quelconque sont: 


N=P;, M,=Pxp;, M,= Pyp, 
tandis que les contraintes en un point quel- 


conque de la section sont données par la 
formule 


N M M. 
— +Txtr y (1119 
FIG. 212 F J, ë 
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ou 


P xpF Y'Pf 
= -—|1l+ — x- L y]. 11.20 
DT | L 3, x + J. »] ( ) 
Cette formule peut également être exprimée à l'aide des rayons d'inertie 
P x , 
me rique.) (11.21) 
F i {2 


L'équation de la fibre neutre o = 0 sera obtenue de (11.21): 


X 
rot + Yo= — 1. (11.22) 
1 

} X 


Les segments formés par l'intersection de la fibre neutre avec les axes y 
et x (fig. 213) s'obtiennent de (11.22) si l'on y pose xo = 0, yo = 0, 


Ê 


Xfn es Vpn = — —: 
XP YP 


(11.23) 
De (11.23) il s'ensuit que la fibre neutre coupe les axes des coordonnées 
en des points appartenant au quadrant qui est l'opposé de celui dans 
lequel se situe le point d’application 
de la force P. 

Pour les points aux contraintes de 
traction maximales et les points aux 
contraintes de compression maximales 
(sur la fig. 213, les points À et B, res- 
pectivement), les conditions de résis- 
tance peuvent être écrites comme suit: 


+ F1) <[o,]; (11.24) FIG. 213 
ie 
P x 
= ( ge F2) <lo_]. (11.25) 
ul 


Les diagrammes des tensions ©, sont présentés sur la fig. 213. 
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Pour une barre de section rectangulaire, il est commode de présenter 
la condition de résistance de la manière suivante: 


P M, M, 
Omax = — + —- 
PT pe met , 


« [oc]. (11.26) 


Les formules (11.24)-(11.26) restent également valables dans le cas 
où la force P est une force de compression à condition qu'il n’y ait pas 
de danger de flambement. 

La distance qui sépare la fibre neutre du centre de gravité et les dimen- 
sions des zones qui, dans la section, supportent des contraintes de traction 
et des contraintes de compression, dépendent de l'excentricité e. Il est 
évident que l’une ou l’autre de ces zones peut être absente (en traction, 
la zone de compression; en compression, la zone de traction), la fibre 
neutre ne coupera pas alors la section. 

Il est d’un grand intérêt pratique, surtout pour les cas d’une compres- 
sion excentrée des colonnes faites en matériaux qui résistent mal à la traction 
(par exemple, une maçonnerie en briques), de savoir la valeur maximale 
de l'excentricité pour laquelle les contraintes de traction seront absentes 
dans la section, c'est-à-dire lorsque la fibre neutre sera tangente au contour 
de la section. 


On appelle noyau central de section un domaine entourant le centre 
de gravité pour lequel ne force P appliquée en son intérieur provoque en 
tous les points de la section transversale des contraintes d'un même signe. 
Pour déterminer le noyau central de section, il faut se fixer différentes 
positions de la fibre neutre en traçant cette dernière tangenticllement au 
contour, de telle manière qu'elle ne le coupe nulle part (fig. 214) et calculer 
les coordonnées des points correspondants d'application de la force d’après 
les formules suivantes qui se déduisent de (11.23): 


i2 5 
PB, App: (11.27) 
J'f.n Xf.n 


Les points ainsi obtenus détermineront le contour du noyau central de 
section. 

Quand on fait tourner la fibre neutre par rapport à un certain point 
immobile appartenant au contour de la section, par exemple le point 4, 
le point d'application de la force se déplace suivant une certaine droite, 
par exemple, la droite 2-3. 

Pour construire le noyau central de section d’une figure quelconque, 
par exemple d'un rectangle (fig. 215), il convient de considérer différentes 
positions de la fibre neutre qui coïncident avec les côtés de la section. 
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LÀ 
7: 7 
+4), 

YA 


FIG. 214 FIG. 215 


Après avoir fait coïncider la fibre neutre avec le côté CD (position 1-1), 
nous AUrONS: Jfn = 0/2; Xf.n = ©; alors, cn vertu de (11.27) 


iè b iè 
ot Ts 5 nee 
avec 
RO BJ, be 
M pb 2° YF Dh N° 


De cette façon, nous déterminerons la coordonnée du point / du noyau 
central de section. En faisant coïncider la position de la fibre neutre avec 
le côté AD (position 2-2 ) nous obtiendrons de façon analogue 


h 
fn = 0: Xn = = 


2 
et les coordonnées du point 2 du noyau seront 
(el h° h 


En se fixant les positions correspondantes de la fibre neutre 3-3 et 4-4, 
nous déterminerons de façon analogue les coordonnées des points 3 et 4 
du noyau. 

Le tableau 21 donne la forme et les dimensions du noyacentral 
de section pour différentes sections d'une poutre. 
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8 63. Flexion avec torsion 


Arbre rond. L'action combinée de la flexion et de la torsion constitue 


le cas le plus caractéristique des arbres. À ce type d'état de contrainte 
sont propres cinq composantes d'efforts internes: 


M=M,; M,, M,;, OQ, et O.. 


FIG. 216 


Lors du calcul des arbres, on construit d'abord les diagrammes des 
moments fléchissants Af, et Af,, du moment résultant Af et aussi des 
moments de torsion A, et puis, on établit la section dangereuse (fig. 216, a, 
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b, c, d,e). Le moment fléchissant résultant se détermine à l'aide de la for- 


mule 
M=YM2+ M2. (11.28) 


C'est à partir de M et de M, dans la section fatiguée qu'on déter- 
mine les contraintes normales et tangentielles que supportent les points 
dangereux (fig. 217): 


M M? + MÉ 


Omax — w = y ; (11.29) 
M 

Tnax = w. . (11.30) 
P 


Les contraintes principales au point le plus fatigué (le point B sur la 
fig. 218) seront (voir & 52) 


1 _— 1 a 
Gi, GE Vo?+ 42); 0, = 0; 03 = Us Vo? + dti). (11.31) 


FIG. 217 FIG. 218 


Pour vérifier la résistance d'un élément prélevé au voisinage du point 
fatigué, il faut utiliser l’une des formules de la théorie de résistance corres- 
pondante: 


1 — m 1 +, —— 
M 50 + ee Vor+ 4 < fol: (11.32) 
Oéqiv — lo? + 3r? < [o], (11.33) 
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avec 


La formule (11.32) est valable pour m < 1 pour les matières fragiles et, 
pour m = 1, pour les matières plastiques. 


Mettant dans les formules (11.32) et (11.33) les expressions pour les 
contraintes et, tenant compte de ce que #, = 2W, nous aurons 


1 Flu, ——  — 
cu = | V M2 + M BC YME ME "il < CE 
(11.34) 
de  — 
Céaiv = 0,75 MÈ + MÈ+MÈ< lol. (11.35) 


Dans ces formules, les seconds cofacteurs représentent les moments ré- 
duits AM, dont l'effet équivaut à celui de l'action combinée des moments 
M,;, M,et M, en accord avec les théories de résistance adoptées 


mn 15m, 
Mu= —— VAE + M2+ 5 VMÈ+ME+ M}: (139 


Mu = Vo,75 MÈ + MÈ+MÈ=Vo075MÈ+ Ar. (11.37 


Pour les autres théories de résistance, on aura par analogie: 
Ma = — DEF MÈ+VMI+MÈ+ ME], (138) 
Mu =035VM2+ MÈ+ 0,65 ŸM2+ MÈ+ M? («139 


(pour u# = 0,3); 


Mu = VM2+ M2 + M. (11.40) 


Les conditions de résistance (11.34) et (11.35) peuvent être transfor- 
mées en une seule formule 


M 
Oéa = 7 < [ol]. (11.41) 
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D'où 
M, 
W > KG] : (11.42) 


et le diamètre de l'arbre se déterminera de la condition: 
3 3 


32M, M, 
d = d sd 10 + . e 
’ ES | (e] bai 


Les formules ci-dessus restent entièrement 
en vigueur pour le cas du calcul des arbres 
de section annulaire. 

Poutre de section rectangulaire. Quand : 
une poutre de section rectangulaire est : 
sollicitée par un système de forces P, et : 
P, (fig. 219,a) qui provoquent dans la 2 
section les moments M,, M, et M, le : 
calcul s'effectue dans l'ordre suivant. Les : 
forces extérieures se décomposent en com- . 
posantes ramenées à l'axe de l'arbre. 
Pour trouver la section fatiguée, on 
trace les diagrammes des M,, M, et M, 
(fig. 219, b). Après avoir établi, d’après 
ces diagrammes, la section fatiguée 7-1 
située à gauche du point d’application 
de la force P,, on y détermine le point 
dangereux en traçant les diagrammes des 
contraintes provoquées par tous les fac- 
teurs de force (fig. 220, a, b, c, d, e, f): 

o.(M,); a (M,);, T,-(Q,); 
T,:(Q0,); T(M). 

Le diagramme 7(Af,) atteint son 
maximum, que nous désignerons par 
Tmax(# 1), pour le côté long du contour. 
Nous désignerons par Tma:(M,) l'ordonnée 
la plus grande du diagramme 7r(M,) sur 
le côté court. Ces contraintes peuvent 
être calculées d’après les formules connues 
qui décrivent la torsion des poutres à 
section rectangulaire (voir $ 47): 


M 
Toa(M) = tr = ty =: 


ahbt ° 


+ 
Tmax(M 1) TE 77 max Mi). 


Dans ce cas, les o,,,, dues à la flexion ne coïncident pas avec les 7... 
dues à la torsion, aussi, pour déterminer le point représentant le plus 
de danger, est-on obligé de considérer la combinaison des contraintes 
en quelques points. D’ordinaire, on se contente de trois points: un des 
points angulaires (4 ou C) et les points situés au milieu des côtés long 
(les points L ou N) et court (les points M ou X}) du rectangle. Ainsi, 
pour les points C, L, K, nous aurons 


M M, 
Oc — W., +, < [lo]; (11.44) 
M 3@. 
ET oh © 2 bh ° 9) 
M 30, 
Tx =} ES + 2 bh” (11.46) 


D'ordinaire, les contraintes tangentielles dues aux efforts tranchants 
Q, et ©, ne sont pas importantes et peuvent donc être négligées. 

Les contraintes équivalentes aux points Z et K, d’après la IV-ième 
théorie de résistance et la théorie de Coulomb-Moore, sont: 


au point L 
= ( +5  & lol: 11.47 
Téq iv — v.) a) OC}; ( ‘ ) 
_i-m nm Ée +4f LT (11.48 
TM 2 y, 2 v.) a) in ) 
au point K 
Ge]+3(x | < (o] (11.49) 
Pr — Su U PT CO]; . 
an = d A) 
1-mM, 1+m (e) TE M, J<t L (11.50) 
= — — Dre o]. 
M y, À 2 Ÿ (w,] [ab 


Ainsi, le point le plus dangereux se détermine uniquement au terme 
d'un calcul des contraintes équivalentes en tous les trois points (C, L et K) 
d'après les formules (11.44), (11.47)-(11.50). Avec cela, la position du 
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point le plus dangereux dépend, dans chaque cas concret, du rapport 
entreles moments Af,, M, et Af,. 

Cas général d'application des forces sur la poutre. Si la section d'une 
barre est soumise à l’action d’une force axiale N,, des moments fléchissants 
M, et M, situés dans les plans principaux ainsi que du moment de torsion 
M,, la condition de résistance au point K, selon la IV-ième théorie de 
résistance par exemple (fig. 220, a), sera 


M, N: Ÿ ° M Ÿ 
Téqiv — (y + +) + JE an) < [co], (11.51) 


au point L, de façon analogue 


c. Mx MF, 3 Mi NE (o] (11.52) 
= re ce = 6]. 
os Li W, Ÿ F | En) 


ie 

LE 
S2227 KZ Le 
‘Z 
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Tableau 21 
Forme et dimensions du noyau central de section 


aa © — 


Section transversale; noyau 


central de section (hachuré) Dimensions du noyau central de section 


| 


| Carré : h . 


Fmin = 0,0589 À 


Le noyau est un carré 


Re Se 


Rectangle b h 
= M=—; 
6 6 
b h 
X= Si = — 3 
3 3 
: bh 
MTT TEST: 


Le noyau est un losange 
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Suite 


Section transversale: noyau 


central de section (hachuré) Dimensions du noyau central de section 
Triangle isoctle b kh h 
Xe— = --s = —. 
8 12 6 


Pour k = e b (triangle équilatéral) 


EX 
Hg! Jim y bi 


EX 
NT 


Le noyau est semblable à la 
section transversale 


Rectangle creux 1 Ab? — hb} 
= — ——— ; 

6 Ebh — b,h) 

1 Bb — bin} 


6 AGh—bih) | 
Pour A =b et h, = b, (carré creux) 


CO) 


Le noyau est un losange 


J91 


Suite 


Section transversale: noyau 5 : , 
central de section (hachuré) Dimensions du noyau central de section 


Octogone fmin = 0,2256 R. 


Si l'octogone est creux (les rayons des circonfé- 
rences: circonscrite, R,; inscrite, R1, et l'épaisseur 
de la paroi, 0,924 (R: — R;)), alors 


tam [1 (2) 


Le noyau est un octogone 


Le noyau est un cercle 
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Suite 


———— re 


Section transversale: noyau 


central de section (hachuré) Dimensions du noyau central de section 


Ù 
Cercle creux f+(2)f 
8 D 


Le noyau est un cercle 


Tube à paroi mince PR 


Le noyau est un cercle 
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CHAPITRE 12 


Théorèmes généraux 

sur les systèmes élastiques. 
Méthodes générales de détermination 
des déplacements 


8 64. Forces et déplacements généralisés 


Les charges extérieures qu’on rencontre en résistance des matériaux et 
en mécanique des constructions sont très variées et représentent, d’ordi- 
naire, un groupe de forces. Le travail effectué par un groupe de forces 
constantes peut être représenté sous forme de produit de deux grandeurs 


A= Pdp, (12.1) 


dans lequel le facteur P dépend uniquement des forces du groupe et porte 
le nom de force généralisée tandis que 4 dépend des déplacements et 
porte le nom de déplacement généralisé. 

C'est ainsi que par force généralisée on comprendra toute charge 
(forces ponctuelles, moments concentrés, charges réparties) susceptible 
d'effectuer un travail sur un déplacement généralisé correspondant. 

Par exemple, si on considère le 
À _4 p travail d'un système de forces agissant 
sur une barre (fig. 221), on aura 


Lf 


À = PA, — PA, = 
= P(4, — 42) = PAP, 


FIG. 221 


P étant la force généralisée; AP = 
= A4, — 4, = Al, le déplacement généralisé. 
Le travail du système de forces de la fig. 222 sera 


A = P° AA, + P:°BB, = P(OA + OB) dû = Pad 0 = Afd 06. 


Ici, c'est le moment ÀAf — Pa qui est la force généralisée, tandis que l'angle 
de rotation d@, le déplacement généralisé correspondant. 
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Pour le système des forces de la fig. 223, la force généralisée sera 
le moment f tandis que le déplacement généralisé, la variation de l’angle x 
entre les éléments 4B et CD, c'est-à-dire 


4p D d0, + d0,. 


D'ordinaire, il est convenu de désigner les déplacements généralisés 
(tant linéaires qu'angulaires) par des lettres 4 et ô accompagnées d'indices 


FIG. 222 FIG. 223 


doubles correspondants. Le premier indice sert à montrer le point et 
la direction du déplacement; le second, le facteur de force à l’origine de 
ce déplacement. Par exemple, 4PP signifie le déplacement du point d'appli- 
cation de la force P dans le sens d'action 


de cette dernière, déplacement dû à cette, P 
même force P (fig. 224, a). Aya est le 4A B 
déplacement du point d'application du A 
moment A{ dans le sens d'action de ce à Ë dé 


dernier quand ce déplacement est dû à l’ac- 
tion de ce même moment (fig. 224, b). 


Pour désigner un déplacement total 
provoqué par une série de facteurs de 
forces, des indices accompagnant 4 on 
retient seulement le premier. C'est ainsi b 
que la déflexion totale et l’angle de ro- / 
tation de l'extrémité d’une poutre 
(fig. 225) s’exprimeront respectivement FIG. 224 
par les formules 


4p = App + 4po + APM; 
P PP + 4po + 4p | 122 


Ans = Anp + duo + Ana: 


Il est convenu de désigner les déplacements suscités par une force 
unitaire (P = 1) ou un moment unitaire (M4 = 1) par la lettre Ô et de 
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leur conférer le nom de déplacement spécifique. Si une force unitaire P = 1 
est à l’origine d’un déplacement 6», le déplacement total 4» dû à la force P 


sera 
4p = Pôp. (12.3) 


FIG. 225 
De là on déduit l’unité de mesure du déplacement spécifique 


unité de mesure du déplacement généralisé 


, ns à (12.4) 
unité de mesure de la force généraliste 


{o] — 


FIG. 226 


Si on désigne les facteurs de force agissant sur un système par X, 
Xa 3, etc. (fig. 226), on peut exprimer les déplacements dans la direction 
de chacun d’entre eux à l’aide des formules suivantes 


A1 = ip + Môn + Aoôie + Ads; 
4 —— 4»p + Xdu + X 303 + X' 5003; (12.5) 
43 7 4:p F Ad pa X1032 T X 3033 


Môu = Ans  Madie = Airs 3013 = Ai35.., 
Xi ni = Ami 
On peut établir l'unité de mesure des déplacements à,,; en multipliant 
la dernière égalité par X#,,. Avec cela, l'expression #,X 0,4: = And ni a 
l'unité de mesure du travail (kgfcm), d'où nous obtenons 
kgf cm 
nl = ss 
[h) [X; ] 


où 
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Par exemple, dans la formule (12.5), l'unité de mesure est 


_kgfem kgf cm ] 
[0:5]= NES D Re Cr ga. 


(4, ] [43] kgf - kgf cm kgf 


8 65. Le travail des forces extérieures 


L'examen du tableau des déformations d'un élément élastique (fig. 227, a) 
dans les limites où la loi de Hooke est vérifiée, tableau représenté dans 


FIG. 227 


les coordonnées: force généralisée P — déplacement généralisé 4 (fig. 227,6), 
montre qu’un accroissement de la force dP provoque un déplacement 
infiniment petit dd. Avec cela, le travail total effectué par les forces exté- 
rieures, si l’on néglige des infiniment petits de second ordre, est égal à 


dA = (P + dP) dA = PdA. 


Le travail total effectué par une force généralisée P, statiquement 
appliquée et se trouvant à l’origine d’un déplacement généralisé À = Pôpp; 
est donné par la formule 


P P 
Ôpp P? 
4 | pas = | pa(Pôvr = Pôpp dP = ET UN : 
4 0 0 (12.6) 
D D 2 
2 26pp 2 


Ainsi, pour l'action statique d'une force généralisée sur un système 
élastique, le travail effectif est égal à la moitié du produit de la valeur défi- 
nitive de la force par la valeur définitive du déplacement correspondant. 
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FIG. 228 


Quand sur un système élastique 
agit un groupe de forces généralisées 
Pi, Pas... Pi (Gig. 228), le travail de 
déformation est égal à la demi-somme 
des produits des valeurs définitives de 
ces forces généralisées par les déplace- 
ments généralisés définitifs totaux 
correspondants 


1 
4=—EPidi (12.7) 


et ne dépend guère de l'ordre de mise 
en charge du système. 


8 66. Le travail des forces intérieures 


En déformation élastique, dans les éléments du corps déformé, se déve. 
loppent des forces internes: les forces de résistance élastique (fig. 229) 


Ces forces accomplissent également un travail. 


Comme les directions des forces élastiques 
(montrées en pointillé) sont opposées aux 
déplacements (sur lesquels elles accomplis- 
sent le travail) dus aux forces extérieures 
(montrées en lignes continues), le travail effec- 
tué par les forces intérieures est toujours 


négatif. 


Le travail des forces intérieures #, Q@ et 
M présentes dans un élément de la barre de 
longueur ds (fig. 229), travail qu'effectuent la 
force axiale N sur le déplacement 


A(ds) = -—- 


le moment f sur le déplacement 


Mds 


EJ 


ainsi que l'effort tranchant Q sur le déplacement 
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OQds 


= k ; 
GF 


(12.8) 


peut être exprimé par la formule 
Mds N°ds  Q'ds 
2EJ 2EF 2GF 


Intégrant (12.9) pour chaque barre prise isolément et faisant ensuite la 
somme des résultats trouvés pour toutes les barres, on obtient une formule 
qui donne le travail des forces intérieures pour le cas d’une flexion plane 


dW=— 


(12.9) 


cs Li s 


M'ds N'ds (Os 
--5| 2EJ -E À 2 EF 26 SE 
0 


A remarquer que l'expression (12.8) a été obtenue de la condition 
dWo 


ds = — » 
Q 


dans laquelle 


1 ? ds 
dWo= - + rydsdF = | dF= 


2G 
F 
O’ds ( sè O'ds 
= — UE kiS 
26JÈ ( ba Y 2GF 
F 
F 2 
k, = 51 = est le coefficient qui dépend de Îla forme de la 
TT 
section. 
En particulier, pour une section rectangulaire b X h: 
pu nn sf #) 
RS k J 
hP2 


32 
pour une section circulaire k = 21 * pour des profilés, k — ap- 


me 
proximativement, Fâme étant l’aire de l'âme; F, l'aire totale de la section. 
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Pour le cas d’un cisaillement pur, quand 


Dans ce cas, quand la barre subit l’action d’un moment de torsion M, 
pour lequel un tronçon élémentaire de la barre se tord d'un angle 


Mds 
GJ, 


GJ, étant la rigidité en torsion d'une section transversale de la barre, 
le travail élémentaire qu'effectuent les forces intérieures de torsion est 


égal à 


do = 


I M°d 
dW, = — — Midp = — a 
2 2GJ, 
et le travail total des forces intérieures dans une barre de longueur / sera 
1 M°ds 
W,= —\— 1! . 12.11 
| \ 2 GJ, Ce 


Généralement quand tous les six facteurs de force (N, O,, O,, M, 
M,, M, = M.) agissent dans une section (fig. 230), le travail des Forces 
intérieures (les forces d'élasticité) se détermine d’après la formule: 


(ue Mids 
2EJ, 2EJ, 
S s 
-( MÂds N'ds (+ Qêds 
2GJ, 2EF * 2GF 
$ $ 


Lx, 2% 
(4, D - (12.12) 


FIG. 230 La formule (12.12) reste en vigueur pour 
les barres de faible courbure. 
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8 67. Application du principe 
des déplacements virtuels 
à des systèmes élastiques 


Le principe des déplacements virtuels appliqué à des systèmes élastiques 
se formule de la manière suivante: si un système subissant l'action d’une 
charge appliquée se trouve en équilibre, la somme des travaux qu'effectuent 
les forces extérieures et intérieures sur des déplacements virtuels infiniment 
petits des points du système est égale à zéro 


ZPi Aim + Wim = 0, (12.13) 


ici P, — les forces extérieures, 4;,, — les déplacements virtuels des points 
d'application de ces forces; ZP:4;, — le travail des forces extérieures; 
Wim — le travail des forces intérieures. 

Tant que le système accomplit le déplacement virtuel, la valeur et 
la direction des forces extérieures et intérieures restent constantes. C’est 
pour cette raison que, quand on calcule les travaux, il faut prendre, non 
pas la moitié, mais bien la valeur totale du produit des forces et des dépla- 
cements correspondants. 

Tenant compte de la faiblesse des déformations ainsi que du caractère 
linéaire de leur dépendance par rapport aux charges, on peut adopter, 
en qualité de déplacements virtuels, les déplacements élastiques dus à une 
charge de forme quelconque qui s'effectuent sans qu'il y ait perturbation 
des liaisons. On appelle travail virtuel, le travail effectué par les forces 
lextérieures et intérieures sur les déplacements virtuels. 

Examinons deux états d’un système plan se trouvant en équilibre: 
l’état a pour lequel le système est déformé par une force généralisée P, 
(fig. 231, a) et l’état b lorsque le système est déformé par une force P, 
(fig. 231, b). 


4ob 


FIG. 231 
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On peut considérer les déplacements de l'état b comme des dépla- 
cements virtuels de l'état a et vice versa. 

C'est pourquoi, le travail 4,, accompli par les forces de l'état a sur 
les déplacements de l'état b et le travail 4,, de l'état b sur les dépla- 
cements de l'état a sont respectivement égaux à 


Ab = Pda; (12.14) 


Aba = PhAba (12.15) 


Le travail effectué par les forces intérieures de l'état a (sur la fig. 232,a, 
les lignes en pointillé) sur les déplacements dus à la charge de l'état b 
(fig. 232, a, b) peut s'obtenir de l'analyse du travail des forces intérieures 
d'un élément de la barre de longueur ds en déformation (fig. 233). 

Ci-dessous on trouve le schéma de détermination du travail des forces 
intérieures. 


Effort ex- PRET 

! Travail d'une force inté- : À 

terne agis- Déformation de  |rieure de l’état a ur le Travail d'une force iaté- 
sant sur | j'élément (fig. 233) | déplacements de l'écat | ricure de l'état a dans 

PA LT ) b un système de barres 


NaNids 
Nord 4 _ a 

EF EF P* 

Q» (ds) = k Qeds — Qa (7ds)> = — £L\Kk OaQrds 
GF er OaOrds d GF 
Mh GF MaMids 
(= et ns —E\- . 
—Ma(dô}p = — . 
EJ 


De cette façon, la valeur totale du travail virtuel des forces intérieures 
d’un système de barres est 


” = nf = de 
- {4 Se. (2.6 
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Introduisant (12.14) et (12.16) dans (12.13), on obtient l'expression 
générale du principe des déplacements virtuels pour un système élastique 
plan de barres 


roux, +5: NN. 


ZPa4ob — [ Ve Le 


s 


0,0 
+ a | 0, 12.1 
> k CE a | 0 (12.17) 


FIG. 233 


Si en qualité de déplacements virtuels, on prend les déplacements 4, 
provoqués par une force donnée P,, l'expression (12.17) prendra la forme 
suivante 


2 è 2 
SPA, — [z( Mads | > (7 AE +aj4 Le [-0. (12.18) 


EJ 


s $ 
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ou 


! ! 2 2 o 
— EPoda = 7 [Ef Mods Nads +2 (4 Qùds fe. 


EJ EF GF 
$ S 
(12.19) 
Par conséquent, 
A+ W=0, (12.20) 
ici 
1 

À = ra ZPAa (12.21) 


représente le travail effectif des forces extérieures au cours d’une défor- 
mation statique, tandis que 


MÈ N°d 2d 
|: ( Ma ds +x| — +2 (4 Se le 


2 EJ EF 


s S s 


représente Île travail des forces intérieures au cours d’une déformation 
statique. 

De l'équation (12.20) il vient que les valeurs effectives du travail 
des forces intérieures et extérieures sont égales en grandeur et de signes 
opposés. 


$ 68. Théorèmes de réciprocité des travaux 
et des déplacements 


Examinons un système élastique en ses deux états: l’état Z (fig. 234, a) 
et l’état 2 (fig. 234, b). En vertu du principe des déplacements virtuels, 
nous aurons pour le premier état 


PAT Ne Ce 7 NAds (+ O:0.ds 20: 
EF GF 
s 
(12.23) 
et pour le deuxième état 
(re NNids Q:0,ds 
Pa4 LA | — 
= z|| + + | nn 0 
s S 
(12.24) 
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Comme les expressions des travaux des forces intérieures sont, dans les 
deux formules, identiques, de (12.23) et (12.24), nous aurons l'égalité 


suivante 


P; 5 As = Pa " Au. (12.25) 
La formule (12.25) traduit le théorème b 
de réciprocité des travaux (théorème de RÂSR 
Betti): le travail virtuel des forces exté- | 2 ; 
rieures (ou intérieures) de l'état I sur 
les déplacements de l'état 2, est égal 2 à, 4: 
au travail virtuel des forces extérieures | p 
(ou intérieures) de l’état 2 sur les dé- 2 
placements de l'état I. 

Dans le cas particulier quand 2 f 
P,= 1; P, = 1 (fig. 235), en vertu b y by 
de (12.15), on obtient la relation sui- 27 
vante FIG. 234 

Ôya = dans (12.26) 


laquelle traduit le théorème de réciprocité des déplacements (théorème de 
Maxwell): le déplacement du point d'application de la première force unitaire 


dans le sens d'action de cette dernière 
sous l'action de la seconde force unitaire, 
est égal au déplacement du point d'applica- 
tion de la seconde force unitaire dans le 
sens d'action de cette dernière sous l'action 
de la première force unitaire. 


$ 69. Formules générales 
pour la détermination des déplacements. 
Méthode de Mohr 


Les formules générales pour déterminer 
| les déplacements s'obtiennent aisément à 
l'aide du principe des déplacements virtuels si, en qualité d'état inter- 
médiaire, on adopte un système sollicité, au point dont le déplacement 
nous intéresse, par une force généralisée unitaire correspondante 
Xi = 1, laquelle doit effectuer un travail sur le déplacement virtuel constitué 
par le déplacement 4; en question suite à l’action des charges extérieures. 

Désignant par M», NP, OP les efforts suscités par un système de 
forces extérieures XP (fig. 236, a) et, par Af;, N;, O;, les efforts suscités 
par la force unitaire X, = 1 (fig. 236,b), le principe des déplacements 
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FIG. 235 


NN 


FIG. 236 


virtuels pour l'état intermédiaire (c'est le déplacement effectif qui est 
adopté en qualité de virtuel) peut s’inscrire sous la forme suivante 


M,M pds NN pds Q,; Q pds 
1 'Ayp = RE ——— — nr 12.27 
iP= D EJ +| EF +\ Gr | ( ) 
$ s s 
Il est évident que, dans le cas le plus général quand toutes les six 
CORpesanle des forces intérieures sont présentes, la formule (12.27) 
s'écrit 


Mi M? MIM? MiMp 
dr = 5 (| * + TE + CE + 
EJ, EJ, GI, 
S 
OiOr Q1QP , NNp 
K—— +k —— |ds. 12.28 
Ho GF Ÿ GF LL EF ( ) 


La formule (12.28) est la formule la plus générale et s'applique aussi au 
calcul des barres de faible courbure. La détermination des déplacements 
d’après les formules (12.27) et (12.28) porte le nom de néthode de Mohr 
ou méthode de multiplication des diagrammes. 

Quand on détermine les déplacements dans les poutres, portiques et 
arcs d'après la méthode de Mohr, on peut, dans la majorité des cas, 
négliger dans la formule (12.27) l'influence des déformations longitudinales 
et du cisaillement et ne prendre en considération que les déplacements 
dus à la flexion. Dans ce cas, pour un système plan la formule (12.27) 
s'écrit dans la forme suivante: 

M;M pds 


dir = 2 \ EJ 


Li 


(12.29) 


406 


Pour le cas d’une sollicitation tridimensionnelie, la formule de Mohr 
se transforme en 


Pa | MiM? ds ( M} M ds Ps ( MM ds | 
_— Bab heu PACE PT | 
EJ, EJ, GJ, 

s s s 


(12.30) 


Quand on a à calculer des fermes articulées faites de barres droites, 
la formule de Mohr ne garde que le terme contenant la force longitudinale: 


LA (12.31) 


‘La formule (12.31) porte le nom de formule de Maxwell. 
Ordre de détermination des déplacements par la méthode de Mohr. 


1. On établit un système intermédiaire que l’on charge à l’aide d’une 
sollicitation unitaire appliquée au point dont il faut déterminer le dépla- 
cement. Quand on détermine les déplacements linéaires dans une direction 
donnée on applique la force unitaire, quand on détermine les déplacements 
angulaires, c’est le moment unitaire qu'on applique. 


2. On écrit pour chaque partie du système les expressions des facteurs 
de force agissant dans une section quelconque du système donné (M, 


NP, Op) et intermédiaire (Mi, N;, Oj). 
3. On calcule l'intégrale de Mohr pour toutes les parties du système. 


Quand on a affaire aux poutres, portiques et arcs plans, on se sert de 
la formule (12.29); s’il s’agit de fermes, on se sert de la formule (12.31). 


4. Si le déplacement obtenu par calcul est de signe positif, cela signifie 
que sa direction coïncide avec celle de la force unitaire. Un signe négatif 
montre que le déplacement effectif est de direction opposée à celle de 
la force unitaire. 

Le tableau 22 donne les expressions de l'intégrale de Mohr pour 
les se les plus répandus de combinaison des diagrammes de A1, et Mp 
en flexion. 


8 70. Déplacements dus à la variation 
de la température 


Supposons qu’un élément ds de la barre a été chauffé en bas jusqu'à une 
température f, et, en haut, jusqu’à une température 1, (fig. 237, a, b) et 
que sur toute la hauteur de la section la température varie suivant une 
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fonction linéaire. Dans ce cas, les allongements des fibres supérieures et 
inféricures de l'élément en question sont: 


A (ds) =at, ds; 
| (12.32) 


4i(ds) —@l; ds, 


a étant le coefficient de dilatation thermique linéaire. 


FIG. 237 


L’allongement selon l'axe d’un élément non uniformément chauffé 
et l’angle de rotation réciproque de ses sections extrêmes ayant À pour 
hauteur, sont: 


t+t 


(4ds), — ds; (12.33) 


_ 4;(ds)— 4,(ds) _. h—ts 


(8), h h 


ds. (12.34) 


Dans le but de déterminer le déplacement d’un point quelconque X 
du système dans une direction arbitraire i-, déplacement suscité par la 
différence des températures, choisissons un système intermédiaire et 
chargeons-le d'une force unitaire généralisée correspondante X, = 1 
(fig. 237, c). Prenant le déplacement qui nous intéresse pour le déplacement 
virtuel, écrivons en accord avec (12.27) la formule des déplacements 
virtuels appliquée au cas présent: 


4r=X M{(d8), + Y \ N(4ds),. (12.35) 


s $ 
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Tenant compte de (12.33) et (12.34), nous aurons 


i1T/s 


== H 
Aie = E( 2 
LL 


ne ty — 1 
ds + E (a - # ds. (12.36) 
{ 


La formule (12.36) s'emploie aussi pour le calcul des poutres de faible 
courbure. 


Pour les fermes dans lesquelles agissent uniquement des efforts longi- 
tudinaux, les déplacements dus à la température se déterminent d'après 
la formule 


An = XN;xtl, (12.37) 


tt 


où { = est la température suivant l'axe d’une barre. 


$ 71. Calcul de l'intégrale de Mohr d'après 
le procédé de Véréchaguine 


Pour le cas où le diagramme dü à la charge donnée a une configuration 
arbitraire tandis que celui dû à la charge unitaire a une configuration 


rectiligne (fig. 238), il s'avère com:- 
mode de calculer l'intégrale de Mohr 0 


M;Mpdz à l'aide d'un procédé grapho- 


analytique que l'on doit à A. Vérécha- 
guine. 

Adoptons les désignations suivan- 
tes: (2 — l'aire du diagramme des Mh 
suite à l'action de la charge extérieure; 
C — le centre de gravité du diagram- 
me; Mc — l'ordonnée du diagramme 
des moments dus à la force unitaire, 
située en dessous du centre de gravité 
du diagramme des Af». 


De toute évidence 0! 
Mpdz = d92 FIG. 238 
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(la différentielle de l'aire du diagramme); 
M; =ztga; 
MiMpdz = 18 zdQ; 
! ! 
(z0- zc;, t&gx'zc = Mc; 
! 
M,Mpdz = QMc. 


! 


La formule générale des déplacements pour Îles systèmes constitués 
d'éléments rectilignes 


"M;Mpdz 
4;p = | 
iP >| EJ 
l 
prend la forme suivante: 

9Mc 
d;ip = 12.38 
iP D EJ ( ) 


C'est là la formule de Véréchaguine. 
Le calcul d’après cette formule s’effec- 
tue pour chaque tronçon où le dia- 
gramme rectiligne ne comporte pas 
de brisures (fig. 239). 

Pour les cas où les deux diagram- 
mes (Af; et M) sont rectilignes, on 
multiplie l'aire de l’un d'entre eux 
par l'ordonnée de l'autre, ordonnéc 
correspondant au centre de gravité de 
l'aire du premier. Si le diagramme des 
M est de configuration complexe, il 

FIG. 239 est permis de le subdiviser en des 

figures simples (fig. 240) dont il est 

facile de déterminer pour chacune d'elles la coordonnée du centre de 

gravité. On multiplie alors l'aire de chaque figure par l'ordonnée du 

diagramme unitaire correspondant au centre de gravité de l'aire que l'on 

désigne par #4 (au lieu de Mo). Dans ce cas, la formule de Véréchaguine 
prend la forme suivante 


OK Uk 


(12.39) 
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On trouvera dans le tableau 23 les aires et coordonnées des centres 
de gravité de quelques figures élémentaires. 

S'il faut tenir compte de la torsion, on introduira dans le terme corres- 
pondant de la formule générale (12.38) 
la rigidité en torsion GJ.. Si les diagram- 
mes de M} et de Af; sont de signes 
opposés, le résultat de leur produit 
sera accompagné de signe «moins». 

La formule générale de Vérécha- 
guine s'emploie aussi pour le calcul 
des barres de section variable. Dans 
ce cas, l'intégrale de Mohr s'écrit: 


dre EN = 
l 


où J(z) est le moment d'inertie de l'aire d’une section quelconque; J, — 
le moment d'inertie d'une section déterminée (section la plus caracté- 
ristique). 

Appelons la grandeur 


Jo 
Miés = MP JG) 


moment fléchissant réduit dans une section courante. Maintenant l'intégrale 
de Mohr prend la forme suivante 


tandis que la formule de Véréchaguine sera 
N'éaMe 
Ap=Y --——, 12.40 
ip= D El, ( ) 


ici (2,44 — l'aire du diagramme de Ma; Mc — l’ordonnée du diagramme 
unitaire correspondant au centre de gravité du diagramme réduit. 
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&8 72. Energie potentielle de déformation 


En accord avec le principe de la conservation de l'énergie, le travail 
effectué par les forces extérieures au cours de la déformation d’un 
système élastique ne disparait pas mais se transforme en énergie 
potentielle de déformation laquelle 
peut se manifester sous forme de travail 
accompli par les forces intérieures lors 
du déchargement. C’est ainsi que lors 
d'un déchargement partiel (fig 241), une 
poutre se redresse quelque peu, soulève 
la partie restante de la charge et par 
là accomplit un travail déterminé. 

Négligeant, pour une sollicitation 
statique, l'énergie cinétique ainsi que les 

FIG. 241 pertes d'énergie occasionnées par le frotte- 

ment intérieur, la variation de température, 

des phénomènes magnétiques et électriques qui ont lieu au cours de 

la déformation, l’on peut affirmer que la diminution de l'énergie 

potentielle d’un poids équivaut à la variation de l'énergie potentielle de 
déformation accumulée par la structure élastique, autrement dit, 


U = Up, 


U étant l'accroissement de l'énergie potentielle de déformation; Uh — la 
diminution de l'énergie potentielle du poids. 

La réduction de l'énergie potentielle du poids est numériquement 
égale au travail effectif des forces extérieures au cours de chargement 
du corps. Par conséquent, l'énergie potentielle de déformation est numé- 
riquement égale au travail qu’effectuent les forces extérieures au cours du 
chargement du système ou au travail qu’accomplissent les forces intérieures 
au cours du déchargement. En vertu de (12.12), l'énergie potentielle de 
déformation peut, dans le cas général, être déterminée à l’aide de la formule 
suivante 


1 FE + M; ds 7 M ds | 


E, V2 LT 77 
s A] 

1 (. C4 

: F6 + ar 2e 24) 


s 


+R 
2 
s 


L'énergie potentielle de déformation étant une fonction quadratique 
des forces généralisées (ou bien des déplacements généralisés), elle sera 
toujours positive. 
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8 73. Théorème de Castigliano. 
Théorème de Lagrange 


Soit un système élastique (fig. 242) sollicité statiquement par une charge 
arbitraire Q et une certaine force généralisée P. Le déplacement du point 
d'application de la force P dans la direction de celle-ci et suite à l’action 


FIG. 242 


de cette dernière sera 4PP tandis que le déplacement de ce même point 
sous l’action des forces Q sera 4PQ. Pour un déplacement total du point 
considéré égal à 4p — App + 4po, l'énergie potentielle du système élas- 
tique se traduira par la formule 


1 
U = “5 PAP + Päpg + Uoo: 


Uoog étant l'énergie accumulée au cours de la déformation du système 
par les forces Q uniquement et numériquement égale au travail effectué 
par les forces Q sur les déplacements qu'elles provoquent. 

Comme 4pp = PôPp, la formule donnée plus haut peut être mise 
sous la forme suivante 


1 


Dérivant cette expression par rapport à P, nous aurons 


OU 
Sn PôPp + 4po = App + 4pQ = 4p. 
Par conséquent, 
4 A (12.43) 
P ms 9P e e. 


Le déplacement du point d'application d'une force généralisée dans 
le sens d'action de cette dernière équivaut à la dérivée partielle de l'énergie 
potentielle par rapport à cette force. C'est en cela que consiste le héorème 
de Castigliano. 
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Faisons remarquer que fa seconde dérivée de l'énergie potentielle 
par rapport à la force (généralisée) est, en vertu de la formule (12.42), 


égale à: j ; 
U jf, 
“or — 6p —°PP ee) 


et constitue une quantité substantiellement positive. 
Pour un système de barres plan, la formule (12.41) prendra la forme 
D = M%(s) ds " N(s) ds L (4 _ 25) ds 

2EJ 2EF 2GF 


s s s 


(12.45) 


M(s), N(s) et O(s) étant les efforts agissant dans une section de la barre. 
Se servant de la règle de différenciation par rapport au paramètre, 
on trouve 


; OU (5 9M(s) (— ds  ON(s) 
P=— = ou He 


0P }) EJ OP EF OP 
Q(s) ds 0Q(s) 
+(x ee à (12.46) 


s 


ou, en négligeant l'influence qu'exercent sur la valeur des déplacements 
les efforts axiaux et longitudinaux, on aura 


M{s)ds OM(s) 
4p — 


ù ‘ 12.47 
EJ 9P | 


L. 


Si, lors de la détermination des déplacements d’un point, il manque, 
par les données du problème, de force généralisée correspondante, on 
en introduit une, fictive. L'expression établie pour l'énergie potentielle 
de déformation est alors dérivée par rapport à cette force après quoi on 
annule cette dernière. 

Si l'on présente l'énergie potentielle de déformation comme une 
fonction quadratique des déplacements indépendants 4,, 4,,..., 4,, il 
s'avère que la dérivée partielle de l'énergie potentielle par rapport à un 
déplacement quelconque équivaut à la force agissant dans le sens du dépla- 
cement, autrement dit 


——— = P,. 12.48 
SE (12.48) 


C'est en cela que réside le rhéorème de Lagrange. 
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8 74. Théorème sur le minimum 
de l'énergie potentielle 


Remplaçons dans un système hyperstatique (fig. 243, a) les liaisons surabon- 


dantes par des réactions corres- 
pondantes X, X2, À... (fig. 243, b) l 8 ce D 
que nous considérerons comme [A]: 

- Ô 


des charges extérieures indépen- 
dantes l’une de l’autre et, d’après 
la méthode de Castigliano, calculons t 
les déplacements correspondants 4,, À ; 


ds, 43, . 
Sachant au préalable que ces 
déplacements sont nuls, nous serons FIG. 243 
en droit d'écrire 
oU OU oU 
À, = = V, 0; 43 = — 0;:::, 


= VU, À+ = = 
0x, ? 90% 0X, 
où U = U(X,,X:, X3,..., P) représente l'énergie potentielle totale de 
déformation du système. 

On se rend aisément compte de ce que les égalités 


en et a = 0 (12.49) 
ox, "OX  *  dX | 


traduisent les conditions d’extrémum de la fonction U. Il n’est pas difficile 
de remarquer que cet extrémum est un minimum. Pour démontrer cette 
dernière affirmation, on peut se référer au signe positif des dérivées secondes 
qui, en vertu de (12.44), expriment les déplacements Ô,,, es, 033... 
lesquels sont des grandeurs substantiellement positives: 


au au ŒU 
On gs ni ne = 
OX? “ Ooxà ‘ ox 


Ainsi, dans des systèmes hyperstatiques, les inconnues superflues pren- 
nent de telles valeurs pour lesquelles l'énergie potentielle de déformation 
a une valeur minimale (théorème de Menabréa). Ce théorème est aussi 
connu comme le théorème sur le travail minimum car, à la place de l'éner- 
gie potentielle on peut parler de travail des forces extérieures qui lui est 
numériquement égal. De ce théorème, il s'ensuit que quand on ajoute 
à un système élastique des liaisons quelconques, son énergie potentielle 
diminue toujours. 
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Tableau 22 
Expressions de l'intégrale de Mor | M;Mpdz pour différentes combinai- 


Mi et Mp ([ — base de l'aire du diagramme) 


| = 
: Î = 
ml 2 3 dé 


Î Fe 
"é Ch, + 2h,)hl 


+ (1 + œ)hl 


1 = 1 - 
> Us — hdht — Ch — hhl 
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sons des diagrammes 


| - - 1 =.  - 
<hGh + ho! == HA + BJ 


LA Q + RD + EE + BD + 


+ hGQh + h) 1 + AA2h — h)ll + (1 + oh 1h 


1 = 1 . Ÿ: ‘= 
+ [C1 + Ah, + N (C1 + a) — 7 hhi 

+(1 + a) All — (1 + Ph ht pour x = 
3 Ch(2h, + h)— ne ChU2hs —h)) — La + 2)h — 
6 1 3 6 LS 3 [] 6 3 


—hQ2h + RU = h,(hs — 24) _ (+ Phlhl 


27-10 417 


Diagramme 


M: 


ES à à ‘à VE VS 
is RSR AE Aer 
} 
— ES CSS = 
e "& 1& & "# "È 


hs + hs + 4h 


6 
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Suite 


_ Hi + h)31 


= : 
2 hs + 3h)! 


1 Er Li 
15 RGh: + h)l 


l = 2 
12 RQ + Sh)l 


! ” ë 
12 Shi + 3h.) 


_ Cuhn+ 4hh + haha) 


1 = : 
ETI RGks — h,)l 


É = = 
5 hs — 3h)! 


LE 2 = 
35 AS: — 3) 


1 à e 
5 RG hs — 5h)! 


_ (1 + a + a) 


e . 
ns (1 + 8 + FA) 


| (1 + ap)hht 
! SUD ne 
D C6 -F)MI 


I SE 
2 (5 — x — a!)hh/ 


Ds = > g 
Te Mat 4e — Hi _ EG + À)+ A1 + a)+ 


+ 2A(1 + &)Jhl 


419 


Tableau 23 


Aires et coordonnées des centres de gravité de certaines figures élémentaires 


| | Coordonnées des centres 
Diagramme Af Aire 9 Se granits 


l—-7:c 


i 
| ze | 


pr 


No -Ze 


Parabole quadratique 
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Suite 


Coordonnées des centres 
Diagramme Af Aire N de gravité 


zc l-2c 


Parabole cubique 


1} 3 
8 
1 2e: 
2 


1 6214 8alt+3P 
4 3a+3al +1" 


SEAL x 
4 


> 61 + 4al+P. 
3a*1 + 3al? + l? 


CHAPITRE 13 


EE —— 


Systèmes hyperstatiques 


$ 75. Etapes fondamentales 
du calcul des systèmes hyperstatiques 


On appelle systèmes hyperstatiques les systèmes pour lesquels les facteurs 
de force agissant dans leurs éléments ne peuvent pas être déterminés à 
partir uniquement des équations d'équilibre d’un corps solide. De tels 
Systèmes comportent plus de liaisons qu'il n'en faut pour leur équilibre. 
Par là, une partie des liaisons se retrouve, dans ce sens, superflue tandis 
que les efforts correspondants constituent des inconnues superflues. Par 


FIG. 245 


le nombre de liaisons ou d’inconnues superflues on établit l’ordre d'hyper- 
staticité du système. 

La fig. 244, a montre un système isostatique; la fig. 244, b, un sys- 
tème hyperstatique d'ordre 1. Sur la fig. 245, a, on montre une poutre 
hyperstatique d'ordre 2 obtenue à partir d'un système isostatique (fig. 245,b) 
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auquel on a imposé deux liaisons articulées 
aux points B et C. La fig. 246 montre un 
portique plan à deux degrés d’hyperstaticité. 

L'hyperstaticité peut non seulement être 
le résultat d’une introduction de liaisons sup- 
plémentaires mais aussi être déterminee par 
les conditions de formation du système. En 
guise d'exemple, on peut considérer le portique 
de la fig. 247, a pour lequel les réactions des 
appuis R4, H4, Rp Se déterminent aisément 
des conditions d'équilibre alors que de ces 
dernières on ne peut guère trouver tous les facteurs de force agissant dans 
les éléments du portique. Sectionnant le portique en deux parties et consi- 
dérant l'équilibre de chacune d'elles (fig. 247, b), nous pouvons établir que 


FIG. 246 


kB 


C d 


FIG. 248 


ce portique constitue un système hyperstatique d'ordre 6 car chaque 

contour (non articulé) fermé est hyperstatique à trois degrés. 
L'introduction d’une articulation sur l’axe d’une barre (fig. 248, a) 

(articulation isolée) annule le moment fléchissant dans cette section et, 
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partant, réduit l'ordre d'hyperstaticité d’une unité. Une articulation insérée 
dans un nœud (articulation multiple) où se croisent # barres (voir par 
exemple, la fig. 248, b, c) réduit l’ordre d'hyperstaticité de #7 — 1 unités 
car elle remplace autant d'articulations isolées (fig. 248, d). Le degré 
d’hyperstaticité des systèmes plans (s) peut être déterminé d’après la 


formule 
s=3c—-a (13.1) 


où c est le nombre de contours fermés, a — le nombre d’articulations 
comptées à raison d'articulations isolées. L’embase (le sol) est considérée 

Pour le calcul des systèmes hyperstatiques, on peut, en qualité d’in- 
connues, prendre tout aussi bien des forces ou des facteurs de force que 
des déplacements ou des facteurs de déformation. Dans le premier cas, 
nous aurons la méthode des forces, dans le second, la méthode des dépla- 
cements. 

Le calcul d’après la méthode des forces s’effectue dans l’ordre suivant, 

1. Etablissement de l’ordre d’hyperstaticité. 

2. Substitution d’un système isostatique dit système de base au système 
initial par l'éloignement des liaisons surabondantes. Il est permis de 
construire un certain nombre de ces systèmes quitte à observer la condition 
de leur invariabilité géométrique. 

3. Application au système isostatique de base des forces extérieures 
données ainsi que des efforts surabondants inconnus qui remplacent 
l’action des liaisons enlevées; au terme de quoi, on obtient un systéme 
équivalent. 

4. Pour assurer l'équivalence entre le système d’origine et le système 
isostatique de base les efforts inconnus sont choisis de telle façon que les 
déformations du système isostatique de base ne diffèrent pas des défor- 
mations du système de départ, hyperstatique. Pour ce faire, les déplacements 
des points d’application des inconnues superflues dans le sens de leur action 
respective sont annulés. Des équations ainsi obtenues on détermine les 
valeurs des inconnues superflues. La détermination des déplacements 
des différents points peut se faire à l’aide de n'importe quel procédé, mais 
mieux vaut se servir de la méthode de Mohr, plus générale, ou alors du 
procédé de Véréchaguine. 

5. Une fois établies les valeurs des inconnues superflues, on procède 
à la détermination des réactions et au tracé des diagrammes des efforts 
intérieurs, au choix des sections et à la vérification de la résistance par 
procédé ordinaire. 


Considérons un exemple de calcul d’un système hyperstatique (fig. 
249, a). Prenant pour inconnue superflue X, la réaction de l’appui B, 
nous aurons un Système isostatique de base sous forme de console; en 
chargeant ce dernier de la force répartie q ainsi que de l'effort X,, nous 
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obtiendrons un système équivalent 
(fig. 249, b). L'annulation de la flèche au 
point B va donner l'équation complémen- 
taire des déplacements: 


4; = 0. (13.2) 


La flèche totale 4, peut être représentée 
comme la somme des flèches dues à la 
charge extérieure (fig. 249, oc) 


App = — — 13.3 
, g 1P 8 EJ ( ) 
© et à la réaction inconnue X, (fig. 249, d) 
1 (13.4) 
11 3 EJ . . 
L'équation (13.2) peut s’écrire dans la 
FIG. 249 one 
4, = 4;p + An = 0, (13.5) 
ou 
ql* Xl " 
SE, 3 
De là, on obtient la réaction cherchée 
3 
À — 8 al. (13.6) 


De l'équation de la statique, on trouve 
aisément les réactions restantes pour 
tracer ensuite par le procédé ordinaire 
les diagrammes de O et de Af, comme 
le montre la fig. 250. 

Le tableau 24 donne des formules 
prêtes pour la détermination des réac- 
tions d'appui, de l'effort tranchant ©, 
du moment fléchissant Af et des dé- 
placements pour les cas principaux de 
chargement des poutres hyperstatiques 
à une travée; le tableau 25 présente 
ces formules pour les cas de déplace- 
ment des appuis et d’échauffement non 
uniforme des poutres. FIG. 250 
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8 76. Equations canoniques 
de la méthode des forces 


Les équations complémentaires des déplacements exprimant l'égalité à 
zéro des déplacements dans le sens respectif des inconnues superflues 
s'établissent plus aisément dans une forme dite forme canonique, c'est-à-dire 
dans un ordre déterminé. Illustrons cela sur l'exemple de résolution d’un 
système hyperstatique le plus simple (fig. 251, a). 

Adoptons en qualité de système isostatique de base une console: 
en qualité de système équivalent, nous aurons une console sollicitée par 
la force extérieure P et par l’inconnue superflue Y, (fig. 251, b). L'équation 
complémentaire des déplacements traduisant l'égalité à zéro des dépla- 
cements du point B suite à l’action des forces P et X,, sera 


A = A(P, X)) = 0. (13.7) 


p Nous basant sur le principe de l'indépen- 

dance des effets des forces, écrivons 
© A1 = dip + Au (13.8) 
2 4,P étant le déplacement provoqué par la force 
donnée P (fig. 251, c); 4, — le déplacement 
p 
A 5 
Fi) x, 


provoqué par la force #,. Désignons par 6: 


le déplacement provoqué par X, — 1 dans le sens 
d'action de cette dernière (fig. 251, e); nous 


aurons 
JP An = ÔnXi. 
A 8 L'équation des déplacements (13.8) prend la forme 
c do suivante 
dd L 4,p = 0. (13.9) 
Le | : 
APE & [© C'est là la forme canonique de l'équation des 
déplacements pour un système hyperstatique 
d d'ordre 1. De la formule (13.9), nous aurons 


ë 4 
Ps X=-—+. (13.10) 
e X,=1 dur 


Pour un système doté de deux liaisons 


#4, À surabondantes (fig. 252) les équations canoniques 
cm. @ auront la forme suivante 
127, OnMi + Ones + dip = se (13.11) 
FIG. 251 Os + 022% 2 + Aap = 0. 


FIG. 252 


On peut, par analogie, écrire dans la forme canonique les équations 
des déplacements pour un système hyperstatique d'ordre n 


dd + 12 a + 134 3 + .… + din n + 4;p == 0; 
On di + 0524 + dnXa + ..…. — danÂn + 4p —_ O0; 
Dan et De ei 0 Pie De dan a et : (13.12) 


On + On2X2 + OnsY3 + TT OnnÀ n + Anp = 0. 


Les déplacements 4,P et 6,7 qui rentrent dans les équations canoniques 
doivent être déterminés par la méthode de Mohr ou par le procédé de 
Véréchaguine. Quand on a à calculer les poutres ou les portiques pour 
lesquels le rapport de la hauteur à la longueur ne dépasse d’ordinaire 0, 1, 
on ne retient, dans la formule générale de Mohr, que les intégrales rendant 
compte des moments fléchissants. Ce faisant on applique sur le système 
isostatique de base les charges unitaires X1 = 1, X3 = 1,..., #, = 1, 
ainsi que les charges extérieures, puis on construit les diagrammes respectifs 
des moments comme le montre la fig. 254 pour le cas d’un système à trois 
degrés d'hyperstaticité (fig. 253). Désignons respectivement par Mp, M1, 
M.,..., M, les ordonnées des diagrammes des moments fléchissants dus 
à la charge donnée P (éjat P) et à chaque force unitaire X, — 1 (état 1), 
Ya = 1 (état 2), etc. En vertu de (12.29), nous aurons 


M,Mp ds M,MPp ds M,Mh ds 
dip = TE ? Asp= EE ..., A - 


s s $ 


. (13.13) 
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FIG. 253 


sl Â,=/ { 

—ÿ 2 

= 

Ph Ph h” h 77 

2 2 ; 
FIG. 254 


Les déplacements spécifiques dont les indices coïncident (les coeffi- 
cients principaux des équations canoniques) se déterminent des formules 
suivantes 
ECS £ -{ MMids  — ( M,M,ds 


» Oz = = EJ « (13.14) 


11 = 


des C0 
S $ s 
Les déplacements spécifiques dont les indices diffèrent (coefficients 
accessoires) s’obtiennent des formules 
M,Mds M,M;ds M,Mids 
a= | 2 dus = ei, on = | EE , (13.15) 


s Li s 


Ces déplacements peuvent être aussi bien positifs que négatifs ou bien nuls. 
En vertu du théorème de la réciprocité des déplacements 


dk = Ôki. 


Pour des systèmes constitués d'éléments rectilignes il est plus commode 
d'effectuer les calculs des déplacements par le procédé de Véréchaguine. 
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Par exemple, pour le système hyperstatique de la fig. 251, a, nous aurons 
(voir fig. 251, C; d, ef): 


oPMc} Me, 
1P — EJ , 11 — EJ , 
PI? = 
Op — rs : MCh = l: 
Se er 
y = — , = — 
F2 Ci 3 
Par conséquent, 
s S PI à | ES 
F0 48 EJ' " 3EJ° 
De la formule (13.10), nous aurons 
4 5 
X = on 
du 16 


S'il faut tenir compte de la différence de température, l'ordre de 
calcul reste le même, alors les termes libres des équations canoniques 
représenteront dans le système isostatique de base les déplacements dus 
non seulement à la charge donnée mais encore à la variation de tempé- 


rature: 
Oui + dy2Xs SN Us din n + dip + 43e = 0; 
Did ie NS Ce Le RU EU été. ere Ut à (1316 
dd + ÔpXa + .. + OnnXŸn + 4,»p + 4 — 0, 


où 4;, est le déplacement provoqué dans le système de base par la diffé- 
rence de température, dans le sens d'action de la force Y;. 

Après la détermination des coefficients d;, et des termes libres 4;p 
et 4, on résout le système d'équations canoniques (13.16) et on trouve 
les inconnues superflues X,, X,,..., #,. On construit, ensuite, par le 
procédé habituel, les diagrammes des efforts internes (N, O et M). Il est 
commode de le faire par la méthode d’addition selon le schéma ci-après 


M= MX + MXa +... + Mpi 
Q = Oki + Os +... + Op: (13.17) 
N= NX + Na%a +... + Np. 
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A remarquer que la forme des équations canoniques reste inchangée 
pour toute variante possible de système isostatique de base; ce n’est que 
le sens impliqué par les inconnucs superflues et l'interprétation géomé- 
trique des déplacements qui changent. 

Les tableaux 26, 27, 28 donnent les formules prêtes pour la déter- 
mination du moment fléchissant dans les sections les plus caractéristiques 
de certaines formes de portiques hyperstatiques pour les cas les plus simples 
de leur chargement. 


$ 77. Poutres continues à appuis multiples. 
Equation des trois moments 


On appelle poutres continues les poutres reposant sur plus de deux appuis 
(voir, par exemple, la fig. 255, a). Le nombre de liaisons surabondantes 
dans une poutre continue et, partant, de réactions surabondantes, équivaut 
au nombre d'appuis intermédiaires. Parfois, l'appui extrême est réalisé 
sous forme d'encastrement. Dans ce cas, le degré d’hyperstaticité de la 
poutre s’accroit d'une unité. 


Quand on choisit le système isostatique de base, on a intérêt à prendre 
pour liaisons surabondantes non les appuis intermédiaires et les réactions 
inconnues qui y sont de trop, ce qui conduirait (fig. 255, b) à des calculs 
trop encombrants lors de la détermination des inconnues superflues, 
mais bien les moments fléchissants supportés par les sections d’appuis. 
Dans ce cas, le système isostatique de base sera, évidemment, un système 
de poutres à une travée reliées entre elles, aux appuis, par des articulations. 
Le système équivalent représentera alors, pour des calculs par la méthode 
des forces, une suite de poutres simples, à appuis articulés, sollicitées 


FIG. 255 


par une charge donnée et les moments fléchissants inconnus appliqués 
aux extrémités (fig. 256): 


M, = À; Ma = À; ss Myu = CRTIE 
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L'équation complémentaire des déplacements, pour chaque appui 
intermédiaire, doit traduire la condition d'égalité à zéro de l'angle de 
rotation réciproque des sections d'appuis pour des poutres adjacentes. 
puisque chacune des deux poutres d’appuis du système principal se déforme 
indépendamment de l’autre sous l’action des charges extérieures appliquées 
dans la travée ainsi que des moments appliqués à leurs extrémités, les 


FIG. 256 
bouts de deux poutres adjacentes, tenant à un même appui, par exemple, 


à l'appui n (fig. 257), peuvent tourner d'un certain angle AEUChe et 


AÏ9%, Etant donné que chaque couple de telles sections dans la poutre 
continue hyperstatique de départ constitue, en réalité, une seule section, 
en vertu de la condition de continuité, leur angle de rotation réciproque 
doit être nul. De là, on obtient pour chaque appui intermédiaire 


À, ARNO D qUtOe = 0. (13.18) 


Comme le système isostatique de base est constitué de poutres à une 
travée isolée, quand on applique concrètement la condition (13.18) il 


suffit de considérer uniquement deux travées /,  . 
et la tenant à l'appui n. Alors, la condition  ÿ"#%* gévite 
(13.18) exprimée dans la forme canonique s'écrira L 


Onn-1X n-17 nn À n + On,n 114 n41 + dnp 0. (13.19) 


En accord avec les constructions de la fig. 258, a, 
b, c, d on aura 


AP = Lo On (13.20) . : ” 
dns = nat TR (13.21) 
Om, n41 = ES 1 = a (13.23) 
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Introduisant (13.20)-(13.23) dans (13.19), nous obtiendrons 


| j 1, / | AE 
. Fe 2Y, n+1l | ! x nrl — 
Xn 1, (+ Jhu L Fe Jha 
On gene 
= — 6 _ —————— |. (13.24) 
Juin CARUE 


Remplaçant la désignation des inconnues superflues X, et M, nous 
obtiendrons l'équation des trois moments 


I | RS I 
Min = + 2Mh ( + | + My . — 


J, LES! n+1 
9,07 ee) 

= — 6 ———— | , (13.25) 
Juln ARTE 


Quand on calcule des poutres continues, on établit autant d'équations 
des trois moments qu'il y a d’appuis intermédiaires. De la résolution du 
système d'équations ainsi obtenu, on détermine les moments surabondants 
inconnus ÀAf; agissant sur les appuis. Connaiïssant les moments supportés 
par les extrémités dans le système équivalent, tous les calculs ultérieurs 
s'effectuent comme d'ordinaire pour un système isostatique quelconque. 

Pour les poutres de section constante (J = const), l'équation des 
trois moments se simplifie: 


Myauln + 2Man + ln41) + Msn = 


= (13.26) 


PRE (= n Onda |: 


ln Ina 


Les équations des trois moments pour le second et l’avant-dernier appui 
d’une poutre continue ne contiendront, évidemment, que deux moments. 

Les équations des trois moments s’emploient également pour le 
calcul d’une poutre continue dont une extrémité se trouve complètement 
encastrée. Dans ce cas, on établit l'équation des trois moments également 
pour l'extrémité encastrée en y plaçant une sorte d'appui intermédiaire 
alors que du côté de l’encastrement on introduit une travée fictive. Si 
c’est l’extrémité gauche de la poutre qui est encastrée, on doit annuler 
dans l'équation des trois moments Af,_:, /,, tandis que le terme 6 n 

ñn 

n’y figurera pas. Si tous les appuis d’une poutre continue ne se trouvent 
pas à un même niveau et certains d'entre eux sont décalés, des contraintes 
initiales importantes peuvent apparaître dans la poutre. Ces contraintes 
dépendent de la différence de niveau des appuis, de la rigidité de la poutre 
et croissent proportionnellement à ces grandeurs. 

L'influence du déplacement des appuis sur l’état de contrainte d'une 
poutre continue peut s'évaluer de la manière suivante. Soit le déplacement 
des appuis montré sur la fig. 259. Les angles de rotation de la travée gauche 
et droite par rapport à l'appui n# seront 


0, = di — d'n1 CE , V'nx1 — d'n , 

l, LA 
L’angle de rotation sera pris pour positif si la section tourne dans le sens 
des aiguilles d’une montre. Il est évident que l'angle de rotation réciproque 
des sections frontales sur l'appui n sera 


An = Onu — On (13.27) 


28— 10 453 


Maintenant, l'équation canonique de calcul de déplacement des appuis 
dans laquelle 4, joue le rôle de 4,,P prendra la forme suivante 


Ôn, nXn-1 + OnnÀ n + On, ns n31 + 4n = 0. (13.28) 


FIG. 259 


Pour le cas d’une poutre de rigidité constante on peut, en tenant compte 
de (13.21)-(13.23) et de (13.27), écrire l'équation des trois moments (13.28) 
dans la forme définitive suivante 


Male + 2Min + ln) + Mnsalnsi = — 6EJ (On: — 07). (13.29) 


Si, en plus des déplacements des appuis, agissent des forces extérieures, 
dans le second membre de l'équation (13.29) on doit conserver les termes 
contenus dans le second membre de l'équation (13.26). 


8 78. Calcul des tiges curvilignes 
hyperstatiques 


Quand on calcule les systèmes élastiques hyperstatiques contenant des tiges 
curvilignes, il est recommandé, tout comme pour le calcul de n’importe 
quels systèmes hyperstatiques, de se servir des équations canoniques de 
la méthode des forces. Cependant, dans ce cas, il convient de calculer 
les déplacements qui figurent dans les équations canoniques non pas par 
le procédé de Véréchaguine, mais par la méthode de Mohr. 

A titre d'exemple, examinons un anneau circulaire de section trans- 
versale constante soumis à la traction par deux forces égales P, dirigées 
dans des sens opposés (fig. 260, a). Ce système, tout comme n'importe 
quel contour fermé, est hyperstatique à trois degrés. Choisissons le système 
isostatique fondamental en sectionnant l'anneau d’après la coupe 4; 
(fig. 260, b). De la condition de symétrie, on tire que l'effort tranchant 
dans cette section est X, = 0. Sectionnant l’anneau d’après le diamètre 
Ai-As (fig. 260, c), des conditions d'équilibre de la partie sectionnée 
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FIG. 269 


on trouve la valeur de la force normale Y, — P/2. Le moment fléchissant 
inconnu Y, sera trouvé en considérant le système équivalent (fig. 260, d). 

L'équation canonique des déplacements qui traduit la condition de 
nullité de l’angle de rotation réciproque des forces dans la section 4, sera: 


141 + 4;p — 0, (13.30) 
avec : 
M MP ds 

Pre (“re (13.31) 


(13.32) 


FIG. 261 


Dans ce cas, MP et M, conformément à la fig. 261, a, b peuvent être expri- 
més par les formules | 


PR nl 
Me U-cspfoce<r): 
M =—1. 
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Introduisant les expressions pour Afh et M, dans (13.31) et (13.32) nous 
aurons: 
LR 


pp = a (PEU En D — cosg)dp _ 2PR! (: : ) 


EJ \2 
0 
n 
2 Rd 2rR 
p 27 

md 
ui J EJ 

0 


Nous pouvons maintenant récrire l'équation (13.30) comme suit 
27xR 2PR'fn 
Ni |” -1)-0 
EJ EJ \2 
d’où 


= — —— " = — 0,182PR. (13.33) 


Par conséquent, le moment fléchissant dans la section À est 
M 4 = 0,182 PR 


et est dirigé dans le sens opposé à celui qu'on a adopté auparavant. 


Le moment fléchissant dans une section quelconque peut s'exprimer 
par la formule 


PR 
M() = . (1 — cos p) + My; 


le moment maximal est 
Minax = Mg = — 0,318 PR. 


L'effort tranchant dans une section quelconque s'exprime par la 
formule Q(o) = 0,5 P sin y; la force axiale N(@) = 0,5 P cos y. La fig. 262 
montre les diagrammes de Af,0et N 

On trouvera dans le tableau 29 les formules prêtes pour la détermina- 
tion des efforts et des déplacements pour différents cas de chargement 
de l'anneau. 
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FIG. 262 


8 79. Détermination des déplacements 
dans des systèmes hyperstatiques 


Après la détermination des inconnues superflues et le tracé des diagram- 
mes, les déplacements dans les systèmes hyperstatiques s’obtiennent par 
des precédés habituels. Ce faisant, il convient pour chaque cas concret 
de se servir de la méthode qui conduit le plus aisément possible au résultat 
voulu. Par exemple, il est recommandé de déterminer les flèches et les angles 
de rotation des sections des poutres hyperstatiques supportant une charge 
complexe d’après la méthode des paramètres initiaux. La méthode de 
Mohr qui est universelle s'emploie d'ordinaire pour la détermination des 
déplacements dans les poutres, portiques et fermes. 
Quand on se sert de la formule de Mohr 
QiQP ds 


dir = DE + Ÿ 5 {+ GF * (3.34) 


s s 


MM P ds 


+ 


ce sont les diagrammes définitifs de M, N, Q dus à des facteurs de force 


du système hyperstatique ainsi que les diagrammes de M,, N,, Q; dus au 
facteur de force unitaire correspondant au déplacement cherché qu'il 
faut prendre. Ce faisant, on a intérêt pour l'établissement des diagrammes 
de M;, N; et Q; à appliquer une charge unitaire au système isostatique 
fondamental. 

En guise d'exemple, calculons les déplacements réciproques des 
points 4,-4 et B,-B, respectivement dans les directions horizontale 
et verticale pour un système hyperstatique qui se présente sous forme de 
portique à un contour supportant l’action des forces P appliquées d’après 
le schéma que montre la fig. 263, a. Pour commencer, déterminons les 
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inconnues superflues de ce système hypersta‘ique d'ordre 3. Choisissons 
le système isostatique fondamental en sectionnant un des montants d'après 
l'axe de symétrie (fig. 263, b). Compte tenu du caractère symétrique de 


FIG. 263 


ja charge, en l'endroit de sectionnement l'effort tranchant #, = 0. L'ana- 
1yse des conditions d'équilibre d'une moitié du portique donne (fig. 263, c) 


P 
Le moment inconnu surabondant X, se détermine de l'équation canonique 
suivante: 
duXi + 4;p — 0. (13.35) 


Ici, 4,P est le déplacement dans le sens d'action de l'effort X, suite à P 
et X, = P/2. 

Pour Ja détermination des déplacements 4,P et ô,,, construisons les 
diagrammes correspondants (fig. 263, d,e) et nous servant du procédé 
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de Véréchaguine trouvons , : 
MMpds 2 PK Pl 


= —— = — — = ——— ; 13.36 
dr= À EJ EJ, 8  4E) | 
MM, ds 2, 2 
O1 = ———— + —., 13.37 
n= À EJ Eh El, 
A 
Introduisant (13.36) et (13.37) dans (13.35), nous aurons : 
2(4 A Ph. 
ee RTE + as. À + — ’ 
E \ J, Je 4EJ, 
PIi h  L\1\- 
1—= — Pt 2 2 + 2 
4J, J, Ja 
Pour L = lL = let Ji = J=J 
PI. 
ET 
La fig. 263, f, g, h montre les diagrammes de M, O et N pour le portique 


en question. 
Pour déterminer le déplacement réciproque des points. 4,-4, dans 
la direction horizontale, appliquons à ces points dans le système isostatique 


fondamental des forces unitaires (fig. 264,b) X; — 1. Muiltipliant le dia- 
gramme de MP, qu'il est plus commode de représenter sous la forme de 
la fig. 264, a, par le diagramme de M, nous aurons (pour /, = L =! 
et J, — J: = J) 


M,MP ds 1 PF 1! 
dar4s Tdi Li = S[-% "2" 
s 
PR ! PE 1! PP 
8 2 322 4] GE 


Pour déterminer le déplacement réciproque vertical des points B; - - B:, 
appliquons à ces points dans le système fondamental des forces unitaires 
Xe = 1 (fig. 264, c). Multipliant les diagrammes de ÀAf, et de M4, nous 
trouverons 


MeMpds 1 (PE 1 
den = DIRE = ES - 
S 
PIE 1! 2 PI s PP 
ER, RS 
16 6 8 16 192 EJ 
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Pour le cas où un système hyperstatique supporte l’action de la tem- 
pérature, il convient d° ajouter aux déplacements du système isostatique 
fondamental sollicité par les inconnues superflues obtenues les déplace- 


P 


HIMLUIEUNEL 


ments thermiques. La formule (13.34), compte tenu de (12.36), prendra 
alors la forme suivante 


MM, ds NN, ds 0,0, ds 
dir = SV er + PA Drm E fs CS 
s 


n sfr x Va + + EH = D, (1338) 


S 


M,,N, et ©, étant les diagrammes des inconnues superflues dues à la 
variation de la température. 

On trouvera dans les tableaux 24, 25, 29 les expressions pour les 
déplacements dans des poutres hyperstatiques à une travée ainsi que dans 
un anneau pour différents cas de leur chargement. 


&8 80. Calcul des systèmes 
en portiques tridimensionnels 


Comme on sait, dans le cas le plus général la section d’une barre subit 
l’action de six facteurs de force internes: N., O,, Q,, M, M,et M.. 
Pour un système encastré, il faut imposer à la section six fiaisons : 
les efforts agissant dans ces dernières peuvent se déterminer des six équa- 
tions d'équilibre d'un corps solide. 
Dans un système tridimensionnel, la quantité de liaisons dépassant 
ce nombre occasionne le degré de l'hyperstaticité. C’est ainsi que le portique 
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tridimensionnel que montre 
la fig. 265, a est un système 
hyperstatique d'ordre 6 
puisque les équations d’équi- 
libre ne permettent de déter- 
miner que les réactions d’un 
seul appui rigide. La fig. 265, b 
montre une des variantes du 
système isostatique fonda- 
mental pour le portique 
indiqué plus haut. Pour 
déterminer les six efforts 
inconnus, il faut résoudre 
six équations canoniques de 
forme habituelle. 

Le portique tridimension- 
nel que montre la fig. 266, a 
est un système hyperstatique 
d'ordre 24. Le système fon- 
damental (fig. 266, b)contient 
quatre sections dans chacune 
desquelles nous aurons six 
efforts inconnus. 

Parmi les différentes 
structures, on rencontre 
des portiques plans soumis 


Ci] 
b 
FIG. 265 
6 
FIG. 266 


à l'action des charges tridimensionnelles. Dans les portiques plans sollicités 
perpendiculairement à leur plan (fig. 267, a) les facteurs de force carac- 


térisant le travail du portique dans son propre plan sont nuls. Par 
conséquent, des six inconnues (fig. 267, b), trois s’annulent, c’est-à-dire 
X, = Xs = Xe = 0 (fig. 267, c). Cette considération simplifie le calcul 


des portiques plans. 
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Quand on calcule les portiques plans, on subdivise les charges tri- 
dimensionnelles en composantes agissant dans le plan même du portique 
et perpendiculairement à ce plan, puis, en se servant du principe de l’indé- 
pendance des effets des forces, on 
calcule le système pour chacune 
des charges agissant dans les dif- 
férents plans. 

En guise d’exemple, donnons 
le calcul du portique que montre 
la fig. 267, a par la méthode des 
forces. En partant des considéra- 
tions de symétrie, choisissons le 

FIG. 268 système fondamental sous la forme 

de la fig. 268. Cette variante est 

beaucoup plus commode que celle de la fig. 267, c puisque le couple de 

torsion X, et l'effort tranchant X,, c'est-à-dire les facteurs de force à 

symétrie gauche, s'avèrent égaux à zéro. Le moment fléchissant inconnu 
X, se détermine aisément de l’équation canonique 

dd + 4;p 0. (13.39) 

Pour déterminer les déplacements 4,P et ,, construisons les diagram- 
mes des moments fléchissants et des couples de torsion pour l’état P 
(fig. 269, a) ct pour l'état unitaire Y, = 1 (fig. 269, b). Les diagrammes 
des couples de torsion sont montrés en pointillé. 


FIG. 269 


Négligeant l'influence des forces axiales et transversales, écrivons les for- 
mules de Mohr pour la détermination des déplacements sous la formesuivante 


MuM,pds MaMypds MM pds 
A;p= (re (re (ue, 13.40 
1P= Ÿ, EL, *? Y El, + Ÿ, GI, ( ) 


3 L s 
M M.ids MM ds M M.ds 
1 = Le ( LR ( ME, (13.41 
il ÿ, EJ + ÿ, | EJ, H Ÿ, GI, ( ) 
s s s 


Tenant compte du fait que les diagrammes unitaires sont délimités 
par des lignes droites, nous pouvons déterminer les déplacements 4;,p 
et 0, par le procédé de Véréchaguine 

1 gi 1 1! 1 ghi 
Anne BA URSS ed 11.2 = 
EJ, 8 3 2 GJ, 8 


l 21 / EJ LA 
dun = + + ==, — : ( + 2 Faute à = 
EJ,; GJ, EJ, GI, Hd 
En vertu de (13.39) trouvons 
EJ [A 
n | + 6 SE ° o 
= 4;p . I : GJ, F gli 
: ôn 24 ENT TO 
GI, kh 


avec 


FIG. 270 
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Tableau 26 


ZLh 
Moments fléchissants dans une potence [4 = ; :) 
1 


Schéma de la sollicita- 


tion et diagramme de ÀAf | Moment échissant Af dans les sections caractéristiques 


Traverse et poteau 
sont dotés d'appuis £& 
articulés 


n=l+k 
P sr, 
a |_b 2n 
Mr af! a le 
2n 
b 
a = — 
/ 
9 nf SE 
CHEN # 
l 
à 
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mms 


Suite 


Schéma de la sollicitation 
ct diagramme de Af 


Mp = ———"—-P 
2n 
a 
Œ = — 
h 
MS= NE 
2n 
a 
a =— 
h 


ES 


Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


ak 

? ur S 8n 
ES 
Mp = 3-7 

J nhl 


Déplacement horizontal de 
l'appui C 
eo eme 
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Suite 


Schéma de la sollicitation 


et diagramme de Af Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


Déplacement vertical de 


l'appui C 
Déplacement vertical de | Les valeurs de Af restent les mêmes que dans le cas d’un 
l'appui À déplacement vertical de l'appui C mais de signes inverses 
Echauffement de 41 Ma = _ (: je ï) at 
n ss 


EE 


a — coefficient de dila- 
tation thermique 


Traverse articulée, 
poteau encastré 


Suite 


Schéma de Ia sollicitation 


et diagramme de Af Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


p Ma Er» My = 20 + op 
a b n n 
Mp= of - or: A 
ñn I 


Mas= 2+2+34%) 2. p 
n 


32k(1 — a)b P: 
n 
AMP = abP —-aM4 — (1 — 2) Ms 


Afp = as 
h 


Ma = [<e = 33) — À 1 — 0) Ga — D [as 
ñ 
La 


sM=31—0)G1-1) 4%; «= 
n 


> 
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Suite 


do Lt Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


2 + E)ht h3 
LORS AMIE, peur 
E 4n 4n 
Déplacement horizontal de EJ 
f 
An = 18 ES 
| nhl 
Déplacement vertical de 6 EJ,f 
l'appui C Ma = 5 


nl: 


Déplacement vertical de Les valeurs de Af sant les mêmes que pour un déplacement 
l'appui À vertical de l'appui C mais de signes inverses 


es nee 


AUG 


Suite 


Schéma de la sollicitatio : 
et diagramme mA M © [Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


Rotation de l'appui 4 EJ 
d'un angle 0 Ma=12X1+k)—=2 0 
nh 
Ma = 627% 
nl 
8 
Echauffe t de 4 
do Ma= 6 (3 ++ +2) s46 
nh k BP 
# 
NS = = (3 +27, Ja 
nh ñn 


a — coefficient de dilata- 
tion thermique linéaire 


Traverse et poteau 
sont encastrés 


n=1+k 
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Suîte 


Schéma de la sollicitatio : , 
$ et disgrarime do M j Moment fléchissant A£ dans les sections caractéristiques 


(CE QT 


1) | 
P Aie TP; Map 
a | b 2n ; 


Mc =[{(2— a)k + 21 —a)} 2 p 
2n 


Mp = 00P —aMp —(1—e)Mc: œ = ? 


æ 
A 
Îl 
Len 
D 
+ 
as 
7 
LL 2 
l'8 
7 
L 2 


Ma=î(l +a(l + 20] © P 
2n 


ge EE? 
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Suite 


Schéma de la sollicitation 


et diagramme de Af Moment fléchissant Af dans les sections caractéristiques 


M 4 - [se 30 = un L 


Mn=(ie)(Gx— 1) M 
n 


-sf 
es E 
sp, 
LA 


Mc=(U—0)(Gx-1) M, = 
2n h 

: 3 

Ag = 10 F2) NT 

2 12n 


f 


[E 
Ma = (1 + 2x) ES 
/ nh° 
Mp = 6 _ 
nhl 
Mc = 3 Eif 
nhl 
1 


Déplacement horizontal 
de l'appui C 


nl 
EJ,f 
nl 


Mc=3(2+k) 


Déplacement vertical de 
l'appui C 
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Suite 


h d 1 ici Ë e. e £ e e 
Si He ACL Moment fiéchissant Af dans les sections caractéristiques 


Déplacement vertical de | Les valeurs de Af sont les mêmes que pour un dépla- 
l'appui À cement vertical de l’appui C mais de signes inverses 


Rotation de l'appui 4 EJ 
d'un A hélé “si Ma = GO + 4h) = 9 
M» = EJs 0 
nl 
8 Mc EE 6 
nl 
Echauffement de 4t : 
MA = Es LE + LL CA Li 
n k LA 
] 
Mp = SE (: + ) 24t 
nh 
Mc = 3£LJ; 


k? 
[: +0+D = | at 
4? 


a-cocfficient de dilata- 
tion thermique linéaire 
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Tableau 27 


Jh 
Moments fléchissants pour un portique de forme rectangulaire (5) 
1 
Schéma de sollicitation et Moment fléchissant Af dans les sections 
diagramme de Af caractéristiques 


Poteaux articulés 


MB =-Mc= __ P 
2n! 


_ 6 +4) 


MP 
2nl 


— 9 ] 2 
SV PE a 2 Lo LEA 
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Suite 


Schéma de la sollicitation 


Moment fléchissant Af dans les sections 
et diagramme de Af 


caractéristiques 
GE 


s 
Mp=Mc= C:Le 
ân 


] 
Mons = (+2 
8n 


Ma = Mc= TH 


Mp = [: _ ls 

n 2 

NE = [: ” a 2Pp 

n 2 

Mp = (1 — a) (Pb + Afp) 
LA 
h 


ll LÉ 


&æ — 
2 
Mp = 3 + (1 + Jak M 
2n 


Mc= 3U+(4—æk) AM 
2n 


a 
a = — 
h 
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Suite 
Schéma de la sollicitation 


Moment fléchissant ÀAf dans les sections 
et diagramme de Àf 


caractéristiques 


[1 
Mp =(+ 8) 3% 


en 


2 
Me=(G+5k 
En 


Mo = Mc = 74% 


ALL 


Echauffement de 41 


ML sr seit 
Chauffage At 


a — coefficient de dilatation 
thermique linéaire 


Poteaux encastrés 


nm=2+k 


mM=i+6k 
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Suite 


Schéma de la sollicitation 
ct diagramme de Af 


Moment fléchissant Af dans les sections 
Caractéristiques 


\f4 = ee 2 _.3( 0) | gr” 


M Un 12 


= — a! : 
Mp="" = 22 + 3(1 | LE 
ni Nr 12 
ce — gt D 
Mç = 26 22) _ 3(1 — 0) ] gr” 
LP ns 12 
ee _ ah : 
MB = 2! 20 — 23) + 304 | ar 
LA LE 12 
a 
Œ —= — 
LU 
al 
Ma = Mp = — 
12m, 
3 
Me = Mc = Le 
Gn; 
2 + 3k 
zs FL 
Mmax An, q 


Suite 


Schéma de la sollicitation Moment fléchissant Af dans les sections 
ct diagramme de Af Caractéristiques 


P La MA = Mp = 
2n. 


Afin Me EXP 
2m 


Ma = fi sn 


na 
+ 40 + a(l + ni 
n, 2 
Ma = F us eo rd 2 p 
LA n 2 
Mp = {: _30— 0% | 
Nr 
- afi + a(1 ne 
M 2 
Mc = ie Fr a(! —|£r 
na ñi 2 
b 
& = — 
h 
Ma = [- 32(2 — a) +1 
2 
a(2 — 324 (Gi | 1) M 
M 2m a 2 
à Ma = &(- +) 
2n; LE 
Me = (À ei +) 
: ns 


Suite 


Schéma de la sollicitation 
et diagramme de Af 


Moment fléchissant Af dans les sections 
Caractéristiques 


Mp= EE 


a GO 


h 
Ë : 
Man (it +144) ah 
1 Na 4 
: 
M-(i-tjrt 
ñns 6n, 4 
3 
Me=(L+2):# 
6n, Na 4 
\ ab! 
Mo = (- + 4k . la 
LA 6n 4 
3 
MamMp= SEE, 
"M 60 
: 
M» = Mc = ah" 
30n; 
+ & 
Echauffement de 4 Ma=MD= 3(1 a nn 
dr : : 
{ 
re Mes 
n, À 


a — coefficient de dilatation 
thermique linéaire 
7  ——  ——— 
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Tableau 28 
Moments fléchissants dans un portique au contour fermé 


J. J, 
sh, Les n=1+p+ 6: m=Q+0 +56 +2 


1 Moments fléchissants dans les joints du portique (les 
Schéma de la sollicitation moments positifs provoquent une traction du côté 
intcrae du portique) 


| 1 — 23) PI 
LR1=2)PI 


M4,0 = a(1 -o( 


m n 2 
Mp,c = — all — 0) (  — —) de 
km n 2 
a 
a = — 
Î 


3 +2k __ 1 —2a)\ PI 
M 4,0 = (1 — app Fe FT ) pu 
km 2 


Ma,c = — al — a)p (5 LÉ — = 
m 2 


Man =5 Le (+4 -Q+AIT 
m 
P FI +40 - 01) 
ñ 2 


Lu + p) + pl + 


G Mo, = a {— 
m 


Ph a 
£ GE +2) DT ces TR 
n 2 h 


Suite 


ue - Moments fléchissants dans les joints du portique (les 
Schéma de la sollicitation moments positifs provoquent une traction du côté 
interne du portique) 


! 
Nha eue 
p gl! 
— — a) 7 3 
nos PE 4 429 CLR 
ni n 12 


Me,c = — 1 Le (3 — 2aX 2% + 3p) + 
km 


+ AURU Er ; 


n 12 


a 
a = — 
/ 


Main = ap [a (3 — 21) C4 + D + 


km 

1 

+ 324a — a)! al 

n 12 

Mp,c = — op É _ 
ni 
_ at : 

n 12 U 


31Kk 1 + 4k\ gh! 

Mae L 0 qu” 
6m n 4 

ee L 3 

Ma,c = - Fe Fe — LL 
1 n 4 


kon 12 
MB =Mc= — —.— 
NTTLTTATE m 12 
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Suite 


a Moments fléchissants dans les joints du portique (les 
Schéma de la sollicitation moments positifs provoquent une traction du côté 
interne du portique) 


Ma = Ms = Mc = Mp = 
1 
L+kT ; 
2 
= A TT MES À 


: 1+k 12 
LILIIIIS 
e 2 
AFS SA _ BH, 
m 60 
L 2 : 
q Rae =, 
m 60 


1 1 
Mao= (+1) 
m n 


3p + 2 1 M 
Mp,c = ( ns a) — 
271 ñn 


M 
2 


3 + 24 
Mao P( - ele 
km n 2 
2+k M 
Mo,c——r{ ra 
kni n 2 


Efforts et déplacements dans un anneau sollicité dans son propre plan 


N, Q, M, force normale, effort tranchant et moment 
par l’angle (le schéma montre les directions posi 
section de devant, dans le sens d'accroissement de 
l'anneau dans le sens des axes x et y (la valeur 
mètre); E, module d'élasticité du matériau; F, J, 


Q 


0<p<—- 
2 
P(0,3183 cos 6 + sin ç) — P(0,3183 sin g — cos p) 


ñ n 
— <P<en — <pan 
2 2 


v 
% 


P-0,3183:cos y — P.0,3183 sin y 


Tableau 29 


fléchissant dans une section de l'anneau déterminée 
tives des efforts agissant dans l'anneau dans une 
l'angle y); d,, 0,, variations du diamètre de 
positive correspond à une augmentation du dia- 
aire et moment d'inertie de la section de l’anneau 


M ô 
8 
ôx = 0,= A 
0 EF 
PR? 


. EJ 
_ PR (or: ere e) 
2 


3 

8, = 0,149 

EJ 
n PR? 
0<P< — ôn == — 0,136 — 
2 à EJ 


R3 


PR(0,3183 cos e + sin og — 0,8183) 8 0.1488 PR? 
AS. 
EJ 


A 
——  épP«<n 
? 


PR(0,1817 + 0,3183 cos pv) 
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Schéma 


N 
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0<p<z 


a<p<en 
P:-0,3183 sin’ a cos © 


em ep— 


0<p<z 


P[0,3183os p (sin' f—sin? a)! 


a<p<hñ 
P10,3183 cos + (sin! 8 — 
— sin? a) + sin o] 
B<vp<nzr 
P:0,3183 cos & (sin? (3 — 


- sin’a)] 


0<p<u 
P10,3183(z — 
-sin2cos z)— Î{]cos y 
aep«anr 
P-0,3183(x — 


— sin @ cos a) cos 


Q 
0<p<1 
P(0,3183 sin? a cos gp + sin ç)| P(cosoe — 0,3183 sin?z sing) 
ZepPa«anr 
— P-0,3183 sin? a sin 9 


0kp<z 
P:0,3183 sin ç (sin? a — 
— sin? f)] 
a<p<h 
P[0,3183 sin o (sin? a — 
— sin? f) + cos y] 
B<?p<z 
P10,3183 sin 9 (sin? «a — 
— sin? f)] 
| 


0<p«<s 
P[(0,3183 (sin a cos a — 
— 4) +1l]jsne 
aepanr 
P:-0,3183 (sin a-cos «a — 


—s)sin y 


Suite 


M 


.) 


0<p<s 
PRI[0,3183 (a sin a + cosz + 
+ sin’ a cos o — 1) — 

_— sin a + sin y; 
aepaer 
PRi0,3183 (a sin « + 
+ cos a + sin! a cos p — 1)) 


0<p<ua 
PR(0,3183 (8 sin B + cos B — 
— asina — cosa — sin! a cos p + 
+ sin? f cos y) — sin f + sin a] 
a<p<B 
PR:0.3183 (f sin 8 + cos B — 
—asina —cosa — sin? a cos po + 
+ sin? B cos ç) — sin B + sin op) 
B<p«<n 
PR:0,3183 (8 sin f + cos Ê — 
— asine + cosa — sin? a cos o + 


+ sin! f cos p)) 


0<p<z 
PR(0,3183 (sin a — acosa + 
+ a cos p _ sin & cos a cos 6) — 
— cos g +cosa) 
| acp«<nz 
PR:-0,3183(sinz — acosz + 
+ a COS g — sin a cos a cos p) 


PR? 
— É (sinta + 2) + 
EI | 2 


+ 0,6366(a-sin a + cos « — 1) — 2sin «| 


Y EJ 
+ a) + 0,6366 (a sin « + 


+ cos 7 =D -sin« | 

x — Le E (sin? « + sin! f) + 
EJ L2 

+ 0,6366 (3 sin f + cos f — 


— asina — cos a) +1 - 2sn4| 
5, = [= Gin cos 8 + 
EJ L2 


+ f — sina cos a — a) + 
+ 0,6365 (A sin 8 + cos B — 
— Gsina — cos a) + 


+ sin a — sin a] 


2 
are [ous36 au 
EJ 


—acosa) + _ (sin a cos a -a| ; 


3 
ôy = AE [oss6s (sin « — 
EJ 


— 2çc0$ a) + cos a + 


+ sie] 


Schéma | N Q 


0O<pP«<nr 0<p«<r 
Mo 0,6366 cos © — Mo_ 06366 sin © 
R R 
M, M 
| 
0<p«<zr 0<p«7r 
Me O6366sinucosp | — 2 0,6366 sin a sin 9 
R 
0<p<z 0<p«z 
—qR = sin? 2 cos g + gR Fa sin? a sin @ — 
| 3r 3x 
+ sin sin e) _— sina cos +) 
| 
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Suite 


M : 
0<p«<u Déplacement radial du point d'application 
PR fcos & 1 de la force, compté à partir du centre 
ES Es PR? 
2 Vsins a ) [ , - ( RTS 
pour 9 =0,2a, 4u,… Fr ee 2 
Mt) = PR nos) Fe el 
me 2 sin « 2 4 : 


pour p =, 3a,…. 


MOD == = PR (— — coig «) 
2 a 


0<p< — 
2 
M, (o.ssss ce =) 
ZT <ocrx 
2 
M, (o.sa6e ose L Tr) 


0<p«<u 
Af, [0,3183 (2 cos osinz + a) — 1] 
acpan 
M,(0,3183 (2 cos & sin a + a)] 


0<p«<s 


AM(0) — qR! [sin a sing — 


LA sin? a (1 — cos » | 
37 


Déplacement radial des points corres- 
pondant 


p = 0,2a, 4a,… 
(dirigé vers le centre) 


= 1 _aæcos a 
4EJ \X a sin « as) 
ôx = 0 
5y = 0 

3 
ue (0,6366 « — sin «) 
2 
5, =  (0,6366 a + cos a — 1) 
à 4 
ja eu 
EJ 4 2 
sin’a  -( 
2 12 r \4 


— sine + sin a cos a + —— a int «| 
4 2 
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N Q 
aepaen TepP«er 
= GR (== sin a cos 0 + gR (; sin a sin 0 — 
| 37 3x 
+ sin! e) _— sin pcos e) 
0<p<a 0<p«<u 
— qgRisin a-sin @ + — gR{sins-cos g — 
+ (1 + cos a) cos po) — = (1 + cos 2) sin e] + 
— N(n) cos p + N(x) sin @ 
a<p<n aRyp«<n 
— gR(1 + cos a) — qR sin po + Nr) sin & 
— Nr) cos g 4 


N(a) = — aR (rx — 
LS 


- fina + a cos a) 


0<p<us 0<p«<z 
— gR-sint o gR sin y - cos y 
acp<r—-az açcp<r -a 


— gR:sin a-sin y gR sin acos y 


Suite 


M ô 
CEA LE: 5. = 24R! É sin? « 
1 . ins .. E 
M(0) + qgR! = sin (1 — EJ L12 4 
37 __æsina  sinfacos a 
_ COS g) — — (sin! z + sin? @) ] | 4 12 
; j | __cosa Cd asine, 
MO = qRe | + sinta + | 6 ca | 2 
! i Le a s 
+ —[sinz — — asin’a-— + sinacosa + — sine) 
2 2 4 4 
sin?a 3 . | 
_ — —— sin a cos 2 — —- 
3 4 4 
0O<p<ua D ee 
gR' [si a-sin @ + (1 + : 
ô _ _9R° 2 _ 2 ,2sins | 
I L EJ D 7 
+ cos a) cos ® — -— (x — x +- 
Éd 3 sin « _mrcosa re) 
+ sin s)| + N(x)-R:-cos 9 2 2 2 
0<ak<r 
4 
n'éi PELLE 2. 
art [cos e 7 Gias 0) + EJ ë 
A 2 sin z __asina po 
+ N(r)-R:cos 9 7 2 ) 
(] in2 
Vers de = [sine PE 4 LG + 
EJ 3 x 


3 
A1(0) — : sin? ÿ 
+ 3 sin a cos a + 21 sin? z) 
acparn—-a«a 


t 18 
AM(O) — qR° sin a-sin @ — -L sin! a) y = = [ane ele ee 
2 EJ 3 
Mo am [T(S + a sin® « + DST. 2 Faner 
Re 3 3 2 


+ sin a cos a) - site | — + (asint a + 3 sin a cos a + 0) 
2 


| x 


CHAPITRE 14 


Calcul des poutres curvilignes 
planes 


& 81. Détermination des contraintes 
dans les poutres de grande courbure 


Dans la catégorie des poutres curvilignes on range les crochets de levage, 
les œillets, les anneaux des chaînes, les jantes des poulies, les couronnes 
des roues, les arcs, etc. Les axes de telles poutres sont des courbes planes. 
Dans les sections transversales d’une poutre curviligne plane agissent 
dans le cas le plus général, trois facteurs de force internes M, Q et N 
qui se déterminent par le même procédé que pour les poutres à axe recti- 
ligne. Les dépendances différentielles entre M, Q et g ont été obtenues 
au $ 21. 

Les poutres curvilignes dont le plan de symétrie (fig. 271, a, b) longi- 
tudinal subit généralement l’action des charges extérieures présentent un 
grand intérêt pratique. 

La distribution des contraintes normales dans les sections transversales, 
des barres curvilignes diffère de celle qui a lieu dans les poutres à axe 
rectiligne. Cette différence est, toutes les autres conditions étant identiques, 
d'autant plus grande que l'est la courbure de la poutre, courbure caracté- 
risée par le rapport entre la hauteur A de la section transversale de la barre 
curviligne et le rayon de courbure R de son axe. Conformément à cela 
il est convenu de distinguer les poutres de faible courbure pour lesquelles 


h 1 hi 
ms < … et les poutres de grande courbure pour lesquelles R > 5" 


Les contraintes normales des poutres de faible courbure peuvent, 
en flexion, se déterminer avec suffisamment de précision d’après la formule 
de Navier (10.6) obtenue pour les poutres à axe rectiligne. Les contraintes 
maximales calculées d’après la formule de Navier pour une poutre de 


h 1 : 
section rectangulaire avec R = 15 diffèrent de 2% des contraintes 
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FIG. 271 


calculées d’après les formules pour une poutre de grande courbure; avec 


h 1 h | 
— — — Ja différence sera de 3,5%, avec — = — , de 7%. 
R 10 : R 5 ii 
Etudions le cas de la flexion pure d’une poutre de grande courbure 


/ 1 
| > = (fig. 271). Supposons que le rayon r, de la couche neutre 


n’est pas connu et ne coïncide pas avec le rayon R de l’axe de la barre. 

En établissant la formule pour la détermination des contraintes 
norinales dans une poutre de grande courbure, on part des mêmes hypothèses 
que pour la formule de Navier, c'est-à-dire on se sert de l'hypothèse des 
sections planes et de l'hypothèse selon laquelle les fibres longitudinales du 
matériau n’exercent pas de pression l’une sur l’autre. Choisissons la direc- 
tion des axes x et y de la section comme le montre la fig. 271 (ce faisant, 
on fera coïncider l’axe x avec la ligne neutre dont on ignore la position). 
La direction de l’axe y vers le centre de courbure est considérée comme 
positive. 

Examinons l'aspect statique du problème et écrivons la condition 
d'équilibre du tronçon de la poutre (fig. 272, a) qui reste après éloignement 
des parties sectionnées. Pour notre cas, quand la section subit l’action d’un 
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FIG. 272 


seul facteur de force Af, nous aurons 


odF = 0; (14.1) 
F 
(o> dF= M. (14.2) 
F 


En vertu de la symétrie 


M, — (ox dF = 0, 


F : 

Examinons l'aspect géométrique du problème. L'allongement relatif 
d’un tronçon élémentaire AB, prélevé arbitrairement à une distance } 
de la ligne neutre (fig. 272, b) et qui après la déformation a connu un allon- 
gement de J'4dpy, est égal à: 

JA dp 

(rn — >) dp ? 
(Fn — >) dp étant la longueur du tronçon avant la déformation. 
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(14.3) 


L'analyse de l'aspect physique du problème défini par la loi de Hooke 


E 4d 
RS p y 


(14.4) 
dy Fan — Y 
permet de mettre la condition (14.1) sous la forme suivante 


E Ad dF 
\ ur = \ 


dy Vin — Y _ 
Comme 
E 4do 20 
dy | 
on aura 
y dF 
= (, (14.5) 
Fin — Y 
F 


E Ad dF 
\o> dr = 7 | » = f. 


(14.6) 
Fan — } 
F 
Etant donné que 


(2 -( Y+ ra) — Fa} 
à 


ar = (|, - A | dr = 
Fa — Y : 


Fa — 


= — S,+0, 
Fn os 
F F 
ou bien 
y’ dF 
= —S,=—-(-e)F= er, (14.7) 
7" ne 


nous pouvons représenter (14.6) comme suit 


E Adg 


eF = M. 
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D'où 
E 4dy : M 
de __eF 
e étant la distance de la ligne neutre au centre de gravité; F — l'aire de 
la section transversale. 


Introduisant (14.8) dans (14.4) nous trouverons la formule pour la 
détermination des contraintes normales en flexion 


My 


, (14.8) 


D (ee 
ou 
= à (14.10) 
S;{ra — >)” | 


M étant le moment fléchissant dans la section; S, — le moment statique 
de l’aire de la section d’une poutre curviligne par rapport à la ligne neutre. 

De l'examen de (14.9) ou (14.10) il découle que les contraintes nor- 
males sont distribuées sur la hauteur d’après une loi hyperbolique (fig. 273,b). 


6 


FIG. 273 
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Les valeurs absolues des contraintes dans les fibres extrêmes d’une section 
de la poutre s'obtiennent, conformément à (14.9), d'après les formules 


Mh; Mha 

s = =; 
FeR ° *  FeR: 
R, et R; étant respectivement les rayons de courbure des fibres internes 
et externes de la poutre curviligne; h, et h, — les distances de la ligne 


neutre jusqu’aux dites fibres. Le signe accompagnant la contrainte se 
détermine en fonction de la direction du moment fléchissant dans la section. 


Les formules (14.9)-(14.11) ne peuvent être employées que si l’on 
connait la quantité e qui y rentre ou le rayon de la couche neutre r,, puisque 


e — R mn Fns (14.12) 


où R est le rayon de la couche dans laquelle sont situés les centres de 
gravité des sections de la poutre. Le rayon r, se détermine de l’équation 
(14.5). 

Effectuant une substitution des variables: r=r, —-y ouy=r —7#r, 
retranscrivons l'équation (14.5) dans la forme suivante: 


dF = 
(2 = (ar - 0 


O — (14.11) 


ln — 
F 
ou 
dF 
nm r-0 
r 
De là, on tire 
ei (14.13) 
M A - 
r 


Etant donné que pour une section rectangulaire F = bh (h étant la hauteur 
de la section, b sa largeur); dF = b dr, la formule (14.13) peut être recopiée 
comme suit 


bh h h 
ra = = — = ——. (14.14) 
Car R R 
(— In— 2,3031g — 
1 
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Nous aidant de la série 


R+ ii 
: T7 2R 
In — = In = | = 
1 h 
R=— =: 
2 2R 
-if+ h ip | 
_ R +22) +5] + 
nous aurons 
R 


Dans la première approximation 


| cs 14 
= RIl———_—-— —_ TT ll Zs —., 15 
É MITA 12R ni 
3 \ 2R 
Dans la seconde approximation 
hk° 4 h \? 
= 1 _— =; ’ 14.16 
: lt) | En 


Tenant compte de (14.13) on peut obtenir de façon analogue l’équa- 
tion de e pour des sections transversales de formes différentes. Le tableau 30 
donne les rayons de courbure r, de la couche neutre pour des sections 
de différentes formes. Connaissant r, on peut déterminer de la formule 
(14.12) les valeurs de e. Le tableau 31 permet de déterminer e pour quel- 
ques formes des sections transversales. 


$ 82. Calcul de résistance 


Pour une barre de faible courbure qui subit l’action d’un moment fléchissant 
et d’une force normale dans sa section (fig. 273, a) la condition de résistance 
a la forme suivante 


+ — & (o] 14.17) 
oO = = — — , À 
où Fest l’aire de la section; / — moment résistant de la section (cf. $ 11). 
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Pour une barre de grande courbure, la condition de résistance sera, 
en vertu de (14.9), 


My 


N 
dis Frs —)) + F «< [ol. (14.18) 
Dans cette formule il faut considérer les points de la section dans lesquels 
la somme des contraintes dues à la flexion et à la traction est la plus grande 
fig. 273, b, c, d). Pour ces points, il convient de poser dans la formule 
(14.18) y = h, ou y = hi, et, respectivement, r, — y = R, our, — y = R. 
Si une poutre de grande courbure est fabriquée en un matériau pour 
lequel les contraintes admissibles en traction {o,] et en compression [o_] 
diffèrent (certaines fontes, matières plastiques, etc.), la condition de résis- 
tance doit se réaliser pour les points extrêmes de la section aussi bien 
dans la zone de traction que dans la zone de compression. 


& 83 Détermination des déplacements 


Pour déterminer les déplacements dans les barres de courbure quelconque, 
il est commode d'utiliser la méthode de Mohr ($ 69). 

Dans les barres de faible courbure l’on peut négliger la déformation 
longitudinale ainsi que la déformation de cisaillement et, dans le cas 
d’une flexion plane, utiliser la formule de Mohr dans la forme ci-après 


4ip = à (14.19) 


Lorsqu'une poutre de grande courbure se trouve en flexion plane, 
la déformation d’un élément due à l’action des efforts M} et NP se 
compose de l'allongement 4(ds) du segment ds de l’axe ainsi que de la 
rotation relative dû des sections délimitant cet élément (fig. 274, a, b). 
L’angle de rotation réciproque des sections À dp = d0, dû au moment 
fléchissant peut se déterminer de (14.8) où eF = [S,| =S, 


Mpdo _ Mpds 
ES  ESR 


L'angle de rotation des sections dù aux forces axiales (suite à une 
longueur différente des fibres (fig. 274, b)) est 


Npds 
EFR 


dO, = 


L'angle de rotation total 


Mpds NN 
Pare, (14.20) 
ESR, ‘ EFR, 


d0 = d0, + dû, = 


FIG. 274 


L'allongement de l'élément dû à l’action des forces axiales 


L'allongement dû à la rotation de la section d’un angle d6, 


MpPds MpPds 


Ads), = ed, = 2 : 
Gh=ee EFR, 


L'allongement total de la fibre axiale 


N M 
A(ds) = A(ds), + A(ds); = us + ee : 
0 
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(14.21) 


Introduisant (14.20) et (14.21) dans la formule des déplacements 
virtuels, trouvons la formule générale pour la détermination des dépla- 
cements d'une poutre de grande courbure 


MM N,Mbp + MN NN 0, 
Gr et rer Re 
ESRo EFRo EF GF 


s 


(14.22) 


En pratique, on néglige habituellement l'influence de l'effort tranchant, 
d’où l'absence du dernier terme dans (14.22). 

Les tableaux 32,33 donnent les expressions servant à déterminer 
les déplacements de l'extrémité libre d’une barre circulaire cantilever de 
section transversale constante pour différents schémas de sa sollicitation. 
Le tableau 34 présente les valeurs des intégrales définies les plus usitées 
pour la détermination des déplacements dans des barres courbes. 


32—10 


Tableau 30 


Rayon de courbure de la couche neutre r, pour des sections de 
diverses formes 


Section 
(C — centre de gravité) Fan 
Rectangle h h 

Fan = = 
R, h 
Rp 2R 
Z L ! 
1 . 
2R 

<& LE 
2 
: 3 


ÉOMES 


_- HE, + b) 
RE 
2 Eee — In _@, —8b) | 
h. R: 
: be + bih 
Re 
b;ln R + biln R 
R; R: 


S tite 


Section 
(C — centre de gravité) 


Profilé ea T 


bihs + bih 


Vn —= 


Bihs + ba + bn 
bin À + bia © + bin À 


Ri : F3 


LD. 
y & 


Section 
(C — centre de gravité) 


Triangle 


y 
2 


Triangle 


di 


PR ———— 
4(2R —V4R — 41 


Suite 


Suite 


Section 
(C — centre de gravité) Fa 


Section annulaire 


a Var dt + Var — Di 
a RÉ = 


D' — di 
CV art — dr - Var =Dt) 


d? 
4Q2R — V4R' di) 


Fn 


Tableau 31 


Valeur du coefficient À dans la formule e = KR 


e 
© 
E 
v 


Rectangle 


UOTVDONLUDONS OO © 


Profilé en T 


Û 


+8à 


mn 
œ 


+8 


NTOMONLVLOONSOOCO 


S b;; 
a=R—R,=2,04b; 


h = 1, 


4b:; 


hs = 4,5b;; 


bi 


502: 


Suite 


R 
Section es 
Profilé en I 
ÿ 

AITT 1,2 
nr, 77 1,4 
4 1,6 
C) 1,8 
,? 2,0 
= — 22 
312%: 2.4 
1122 2,8 
3,0 
3,5 
4,0 
6,0 
a) 8,0 
10,0 

b,—6b,; b, = 4b,; 

h= 2; h=3b;5 hs = b:; 

a=R-R,;, = 2,34 b, 
1,2 
1,4 
1.6 
1,8 
2,0 
.4 
b) 2,6 

I 2 

bb, =3b,; h=h,=0b;; +9 
ha = 4b;; … 
a=R—R = 3b, 20 
10,0 
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Suite 


R 
Section k 


EE, 


b) 


b,=46,; h = 5b;,; 
a=R—-R, = 2b, = 0,4h 


oooouomanaNo mo au 
so 
LS] 


ODOPEUSOUNNNNN = = = em 


Triangle pour lequel 


h=<bata=R-R = 


COLE 


cooouUOmaaNomaaN 
0200000 


Æ 


ho 


OMABROUUNNN NN es = me me 


ge 


905 


Suite 


Section 


Cercle 


ASSSSSSseSd288s ERP LEE CELELE 


Mrssssessesases 


NTOUWDONLEONSOSS NTODONFLHONSOSSS 
ee ee QE NN EN ei ei 19 00 © ee = NT er ei 7 5 0 © 


Section annulaire 
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Tableau 34 


Valeurs des intégrales définies les plus usitées pour la détermination 
des déplacements dans des barres courbes 


Limites d'intégration 


Intégrale à D 
de0àx de 0 ae 04h o à » 
\ sinp de 1 — cos a 0,293 1 2 
\ cosp de sin © 0,707 1 0 
\ sinto de — — sin 23 + — 0,143 | 0,785 | 1,571 
( PRE — sin 23 + — 0,643 | 0,785 | 1,571 
( sin'gosp dy sin°a 0,118 | 0,333 | 0 
8 
( cos'esine dy 1=cosz 0,216 | 0,333 | 0,667 
8 
: I cos 2z Li ! 0 
\ sin 26, de 2 2 2 
1 . ! 
cos2p de — sin 22 — 0 0 
2 2 t 
\ sinp cos 6 de ss 0,25 0,5 0 
2 
( vsinp de sinx —acos «x 0,152 | 1 3,141 ; 
( ocosp de cos + ssine —1 0,262 | 0,571 | —2 
= (z' —a sin 23) 
4 0,0833] 0,868 2,47 
\ osin'o dy 


= L (cos 2 — 1) 
8 


Qt 
tem 
LD 


Suite 


Limites d'intégration 


Intégral ul # 
dé deoà« ar ES deOàx 
Do ne. 
\ pcos*o dy 2 nr 0,226 | 0,368 | 2,47 
+ L (cos 22 — 1) 
8 
( esin 2, de in 2a _ acos 2x 0,25 | 0,785 | — 1,57 
s 4 2 
| 
— (cos2z — 1) + 
\ ecos 2p do 4 0,143 | -0,5 0 
: asin 27 
2 
( sin(zx — p}sinp dy sinz _acosa 0,076 | 0,5 1,571 
2 2 L 
\ cos(z — phine de asins 0,278 | 0,785 | 0 
| 2 
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CHAPITRE 15 


Calcul des cylindres à parois 
épaisses et des disques tournants 


$ 84. Cylindre à parois épaisses 
soumis à une pression interne et externe 


Un cylindre est dit à parois épaisses si l’épaisseur de sa paroi est plus 
grande que le dixième de son rayon moyen. Examinons un cylindre à 
parois épaisses se trouvant sous l’action d’une pression interne (p,) et 
d'une pression externe (p.) (fig. 275); r, et r, sont respectivement les 


FIG. 2:56 


rayons interne et externe du cylindre. Suite à la sy- 
métrie axiale du cylindre ainsi que des sollicitations, 
les contraintes ct déformations dans celui-ci seront 
également symétriques par rapport à son axe. 

A l'aide de deux sections pratiquées perpen- 
diculairement à l'axe du cylindre délimitons un 
anneau de longueur unitaire (fig. 275). Découpons 
de cet anneau un élément abdc (fig. 276, a) à l’aide de 
deux plans coupant l'axe du cylindre et formant 
entre eux un angle égal à dô, ainsi que de deux 
surfaces cylindriques de rayons r et r<+4r 
(fig. 276, b). Sur les arêtes de cet élément vont agir 
les contraintes radiales o, et tangentielles o, qui rem- 
placent l'influence de la partie éloignée du cylindre 
et qui satisfont aux conditions d'équilibre de l'élément. 
Il est évident que ©, et o, seront des contraintes 
principales. 

Commençons la détermination de &,= f(P1, P2, r) 
et de 59 = fifpr, P2, r) par l'analyse de l'aspect sta- 
tique du problème; établissons les équations de la 


statique eu égard au système des coordonnées adopté (fig. 276, c): 
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SX=0; ZrY=0. 


A cause de la symétrie de l'élément, la deuxième condition se réalise 
automatiquement tandis que la première, après l'introduction des expres- 
sions pour les efforts, prendra la forme suivante 


XX = — o,rd0 + (o, + do,)(r + dr) d0 — 


d0 
— 2 (ee dr sin SF 0. 


d0 d0 | | 
Posant sin — — 5. et rejetant les grandeurs du deuxième ordre 
de petitesse, nous aurons 


do, 
r pe +0, — Op = 0. (15.1) 


Cette équation contient deux inconnues: les contraintes ©, et a,. 
Pour la détermination de ces dernières il faut considérer les aspects géo- 
métrique et physique du problème, ce qui permettra de présenter l’équation 
(15.1) par l'intermédiaire des déplacements. 

Désignons par # le déplacement radial d'une surface cylindrique 
de rayon r (fig. 276, d); le déplacement d’une surface cylindrique de 
rayon r + dr sera alors u + du. L'allongement relatif d'un élément de 
longueur dr se traduira par la formule 

du 
EE, = ——., . 
4% (15.2) 


L'allongement relatif dans la direction tangentielle sera égal à 
(r + u) d0 — r dû u 

€ ii ——— 
° r dû r 


Considérant l'aspect physique du problème, écrivons dans la formes 
ci-dessous les dépendances entre les contraintes et les déformations en 
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| (15.3) 


accord avec la loi de Hooke généralisée pour le cas d'état de contrain- 
te plan: 


E 
Or = rer + HE); 


E 
Te — a? (€ va Her). 


1 


Compte tenu de (15.2) et (15.3) nous aurons 


2 


(15.4) 


Introduisant (15.4) dans (15.1), nous obtiendrons une équation diffé- 
rentielle explicitée à travers les déplacements 


d'u 1 du u 
Re à (15.5) 
En mettant cette équation sous la forme 
d | 1 d{ur) 
dr 


nous trouverons, après l'avoir intégrée deux fois, la solution générale 
suivante: 


1 
u= Cr + SEP ; (15.6) 
où C; et C, sont les constantes d'intégration qu'on détermine à partir 
des conditions limites. Dans notre cas, ces conditions sont (6,):r, = — P; 
t(o Drers ME 

odusent (15.6) dans (15.4), nous aurons 

E ji 
Or — . ( +1) Ci — (A4 À (15.7) 

1 — 7 

E HA 

Og — 1 A+uCG+ Ca |: (15.8) 
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Introduisant les conditions limites dans (15.7), nous obtiendrons 


E 1 — x 
= Talorna- Er af 
lp ri 

1 — y 
— Pa = [u+»a- = a] 
1-1 ro 


En résolvant ensemble ces équations, on obtient 
1 — y r} Pi — 3 Pa 
Ce ou ms 
E ir 


1+y ri r> (P1 — Pa) 


- ri ri 


En mettant les valeurs des constantes C;, et C, dans (15.6)-(15.8), 
nous obtiendrons les formules définitives permettant de déterminer le 
déplacement radial # et les contraintes (formules de Lamé): 


. 1 — y ri Pi— r$ Pa 1+u ' 
E r3—r} 
rirs (Pi — Po 1 
NE nu à 0 à (15.9) 
r— ri r 
r? Pi — r5Pi Sri Ps) 1 
HP Tiens en nr (039 
Ta El 2 — F1 
: ri Pi — 15 Pa rirs (P1 — P2) LL. ss 
PT ER ri —rn r 
2 1 2 1 


Additionnant (15.10) et (15.11), on constate que 


©, + Og = CONSt, 
par conséquent, 


€ 
e, =— = (a, + og) = const, 


autrement dit, en déformation les sections transversales du cylindre restent 
planes. Les formules (15.9)-(15.11) sont valables pour un cylindre de 
longueur infinie et ne peuvent s'employer que pour les sections suffisamment 
éloignées des fonds, si évidemment le cylindre en est doté. 

Quand on se trouve en présence de charges axiales N agissant sur 
le cylindre, et si, en particulier, le cylindre est doté de fonds, les contraintes 
axiales apparaissent dans ses parois: 


= = ———-: 15.12 
ETF nr) Ce 


Dans (15.9) apparaît alors le terme 


C- 
Au= —n—7r, 15.13 
‘ nor ( ) 


alors que les contraintes o, et ©, restent inchangées. 

Dans un cas particulier lorsque la pression extérieure ne se manifeste 
pas (p2 = 0, P, = p), les formules permettant de déterminer les contraintes 
et les déplacements dans un cylindre à parois épaisses peuvent s’écrire 
sous la forme suivante 


É 1 £ ] (15.14) 
Org | + |P; À 
| ri ri F 
ri r5 
T—= ss à > |P: (15.15) 
15 —r] r 
1— y riP 1 + y 
= . r x 
Erin E 
rire P 1 
X — RES (15.16) 
F2 — 7] r 
En même temps 
(G,)max — (Or)r=r) = — P; 
1 + K° 
(Gg)max = (Go) =" — 1m? (15.17) 
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a vec 
nm 
a 


Le déplacement radial de la surface interne, c'est-à-dire l'accroisse- 
ment du rayon interne, est égal à 


Lan fiték 
(u)r = M — TE 1 — k? 


+) P. (15.18) 


Pour la surface externe du cylindre nous aurons: 


(o,)r= ra — 0; 


(15.19) 


(15.20) 


FIG. 277 


La fig. 277,a montre les diagrammes des contraintes pour le cas 
Ne ace ri . ; 
étudié avec # = —-— — 0,5. Le long du rayon les contraintes varient selon 


ls 
une fonction hyperbolique. Les points dangereux (les points correspondant 
aux contraintes maximales) sont situés sur la surface externe du cylindre, 
lorsque r = r1. 
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De l'analyse de (15.17), il vient que pour r; —> oo et k — 0 
(G,)r = = — P; (og}r em r, = P: 


En nous servant, par exemple, de la troisième théorie de résistance, nous 
aurons 


Céqui = C1 — O3 < lo). (15.21) 
Dans le cas limite étudié (4 — 0) 
O1 = (og)r=r = D, O3 = (0,)rmr, = — P 
la condition de résistance (15.21) prendra la forme suivante 
2p < [Lo], 
d’où 
{o) 
P< 3 


Ainsi, un cylindre doté d’une paroi assez épaisse n’admet pas une 
pression intérieure plus grande qu'une valeur déterminée, autrement dit, 
l'augmentation de l'épaisseur de la paroi d’un cylindre est loin d'être 
toujours une mesure efficace d'augmentation de sa résistance. 

Etudions un autre cas particulier lorsque la pression intérieure ne 


se manifeste pas (p1 = 0, ps = p). Les formules (15.9)-(15.11) prendront 
la forme suivante 


1 — rà ri rs 
U = — F ue r — Dr er. . L . (15.22) 
E n—rn E r—r 
r ri 
== (i- À)» (15.23) 
3" ! 
r5 rj 
0g= — ; 1+ eT P. (15.24) 
Fs —r] 


Comme il ressort de (15.23) et (15.24), les deux contraintes sont, 


dans ce cas, les contraintes de compression, et |o,| > |a,!l. Sur la surface 
interne 


(ren = 0; (15.25) 
2 
(og) ="; UE 1 = (15.26) 
r 2 
(t}r mit TE ’ 1—= ka? (15.27) 


Sur la surface externe du cylindre 


(G,)r=rs = — D; 
1 + &? 
Goren = — Pi (15.28) 
ra (1+k? 
La fig. 277, b montre les diagrammes des contraintes a, et o, pour 
k=— ue 0,5. La contrainte maximale en valeur absolue 5, se retrouve 


ra 
sur la surface interne du cylindre; ces points présentent également du 
danger. Posant dans la formule (15.22) r, — 0 et r = r,, nous obtiendrons 
la valeur du déplacement de la surface externe pour un cylindre plein: 


D Per 
(rer, E (1 u). (15.30) 


On trouvera au tableau 35 les formules permettant de calculer les 
cylindres à parois épaisses pour différents schémas de leur sollicitation. 


8 85. Calcul des cylindres compound 


Dans le but d'atteindre une distribution plus régulière des contraintes 
sur l'épaisseur de la paroi ainsi qu’un déchargement des couches internes 
par une meilleure mise à profit des couches externes, on fabrique des 
cylindres compound par voie de revêtement avec serrage d'un cylindre 
dans l’autre (d'ordinaire à l’aide d’un ajustement bloqué par dilatation). 
La valeur de la pression interne admissible de tels cylindres peut être 
sensiblement plus élevée que celle des cylindres fabriqués en une pièce. 
C'est pour cette raison que ce procédé est utilisé dans la fabrication des 
canons et pièces d'artillerie. 

Lors du revêtement avec serrage d’un cylindre dans l’autre, les con- 
traintes tangentielles deviennent des contraintes de compression dans 
le cylindre interne et des contraintes de traction dans le cylindre externe. 
La fig. 278, a montre le diagramme des contraintes qui apparaissent après 
le revêtement. 

Quand un cylindre compound se trouve sous l’action d’une pression 
interne, on y voit apparaître des contraintes que l’on détermine, tout 
comme pour un Cylindre fait en une seule pièce, d'après les formules 
(15.14) et (15.15) et dont les diagrammes sont représentés sur la fig. 278, b. 
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Additionnant les diagrammes des contraintes représentés sur les fig. 278, a 
et 278, b nous obtiendrons le diagramme réel (fig. 278, c) qui a lieu dans 
un cylindre compound soumis à une pression intérieure. 

On voit de ce diagramme résultant que les contraintes fatiguant 
la paroi d’un cylindre compound sont distribuées de façon plus régulière 


N 


Nf 


b 
FIG. 278 


que dans un cylindre fait en une pièce (le diagramme montré en pointillé); 
aussi, les cylindres compound se distinguent-ils par une exploitation du 
matériau plus rationnelle que dans des cylindres non composés. 

Quand on calcule les cylindres compound, l'étape essentielle consiste 
dans la détermination de la valeur de la pression p, que supporte la surface 
de contact pour un serrage donné à 
représentant la différence entre le dia- 
mètre extérieur du cylindre interne I 
et le diamètre intérieur du cylindre ex- 
terne II (fig. 279). Il est évident que la 
diminution du rayon extérieur du cy- 
lindre interne u, et l'accroissement du 
rayon intérieur du cylindre externe y 
font la moitié du serrage 


) 


FIG. 279 


bal + ll = (15.31) 


Tenant compte de ce que Ô est trop petit par comparaison avec le 
rayon de la surface de contact, on peut poser ra = rin = f (r. est le 
rayon de la surface de contact du cylindre compound). 

La pression de contact p. sera une pression extérieure pour le cylindre 
interne et une pression intérieure pour le cylindre externe. 

Introduisons la désignation 
re 


re r£ 
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Le déplacement radial de la surface de contact du cylindre interne 
s'obtient de la formule (15.29): 


r (it 
H=— — — ju ]pe, (15.32) 
E \1—k; 
celui du cylindre externe, de la formule (15.18): 
Ur = _e Sur + ji (15.33) 
il E, \ 1-42 2 ] Pe- . 


Mettant les valeurs absolues de ces déplacements dans (15.31), nous 
aurons 


d’où, en résolvant l'équation par rapport à p,, nous trouverons 


) 


2 
Be = ——— ° 


Cr None 
E \1-k E \1-k 


(15.34) 


Si les constituants d’un cylindre compound sont fabriqués en un même 

matériau, la formule se simplifie pour prendre la forme suivante: 

ÔE (1 — k?)(1 —K5) 
P ne D 9 9 9 ° 
 2re (A +4) — k2) + (A + AD — K2) 

(15.35) 
C'est à partir de la valeur de p. ainsi obtenue p, = (6) qu’on déter- 
mine les contraintes initiales dans le cylindre interne (formules (15.23), 


(15.24)) et dans le cylindre externe (formules (15.14), (15.15)). Les formules 
(15.34) et (15.35) ne sont valables que si les contraintes ne dépassent pas 
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la limite de proportionnalité. Si des déformations plastiques apparaissent 
lors du frettage, les efforts réels p. seront inférieurs à ceux que donnent 
les calculs. 


8 86. Contraintes thermiques 
dans des cylindres à parois épaisses 


Dans le cas d’un échauffement inégal des cylindres à parois épaisses, 
on y voit apparaître des contraintes thermiques. Pour le calcul de ces 
dernières, l'équation d'équilibre (15.1) et les relations géométriques (15.2) 
et (15.3) obtenues antérieurement restent valables, seules les relations 
physiques seront quelque peu modifiées. 

Désignons par t(r) l'augmentation de la température qui est fonction 
du rayon courant r et par « le coefficient de dilatation linéaire. Adop- 
tant E et # pour les valeurs du module d’élasticité et du coefficient de 
Poisson correspondant à la température moyenne de la paroi, nous pouvons 
écrire la loi de Hooke généralisée dans la forme suivante 


1 
€, = — (0, — yo, — u0ÿg) + xt(r) = const; 


E 
1 

Cr (a, — no, — u0g) + at(r); (15.36) 
1 

Lab (og — 19, — ua,) + at(r). 


Résolvant ces équations par rapport aux contraintes, nous aurons 


Une, tue + 
STE TEE en 
+ pe — (+ 0) a}; (15.37) 
E 
TETE Se 
— (1 + u) ar(r)]; (15.38) 
E 
CORTE TE RS Le 
— (1 + un) at(r)]. (15.39) 
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Vu que 


du u 
€, = pra et Eg = (15.40) 


et après avoir introduit dans l'équation (15.1) les expressions (15.38) et 
(15.39), on obtient 


du 
dr° 


. du LEE 1+y  dt(r) 15.41 
M Li à Sn 


Connaissant la loi de variation de la température #? = f(r), on peut 
déterminer le déplacement à partir de l'équation (15.41). 


Mettant (15.41) dans la forme suivante 


d | 1 | . + u  di(r) 
r 


dr dd Le dr ” 


et intégrant deux fois cette équation, nous obtiendrons 


r 
I 1 + C, 
u= —: a À 26 à + Cr + —_. (15.42) 
r 1— x r 
nm 
Les constantes d'intégration C, et C,; s’obtiennent des conditions 
qui caractérisent o, sur Îles faces interne et externe du cylindre 


(obren = 0; (o,}r=r, = 0. (15.43) 


Introduisant (15.40) et (15.42) dans (15.38), nous aurons 


r 
E 1+u | 
— *— \ at(r)r dr 
©, | —. = (0 + 
ri 
| 
1—-2u "M  1—-2y * 


Après avoir mis cette expression dans (15.43) et résolu par rapport aux 
constantes d'intégration le système de deux équations ainsi obtenu, nous 
aurons 


rL 


C, = 9 Mu) + #)A — 2n) . _— CT r dr — HE,; 


2 
r1 
PE CTCLEZ 
1—/u Fa —Fri 
Fi 


En mettant (15.40) dans (15.37)-(15.39), compte tenu de (15.42) et des 
valeurs trouvées de C, et de C;, nous obtiendrons 


Fr ra 


= 
0, = = = (aord + as |"Ord ; 
1— y ri (rè— ri) 
(15.44) 
E [1 Bt € 
Og = = Ë («rar + "ee at(r) r dr — «0 | 
"1 nm 
(15.45) 
rs 
" (15.46) 


La grandeur inconnue €. qui entre dans la dernière formule peut 
être déterminée, dans le cas d'une dilatation non gênée du cylindre, de 
la condition exprimant l'absence de l'effort longitudinal dans la section 
transversale du cylindre: 


2x ra 
N= ( o,r dr dg = 0 (15.47) 
0 


Le 
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Plaçant dans cette dernière égalité l'expression pour ©, (15.46), trouvons 
rs 


2 

e, = NN «t(r) r dr. 

DT ETS 
Le 

Compte tenu de l'expression de e. qui vient d’être obtenue, la formule 

(15.46) prendra la forme suivante: 


E 2 
a, = Es: at(r) r dr — «)- (15.48) 
1— 1 r—r 


Si l’on connaît la loi de variation de la température f(r) sur l'épaisseur 
ra 
de la paroi, on peut calculer intégrale À avt) r dr et déterminer les 


n 
contraintes. 
Si /a variation de la température obéit à une loi linéaire, 


(n=T ET, (15.49) 


nn 


avec T=ti—1:;tietfs, températures sur les faces interne et externe 
du cylindre respectivement. 

Plaçant (15.49) dans (15.44), (15.45) et (15.48), nous aurons après 
intégration 


D ( Lo 0 
TE + . ri —" [ js 


ExT Let nn], 
LETTRE TEE [a+ rHÈe (+ - É | (15.51) 
ExT 2(r$—r5) 
——_—_—_—_—_— ——— | gr — © | 5.52 
TENTE | | Se 


O7 —= 
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Sur la face interne du cylindre, lorsque r = r,, les contraintes seront 


(o,)r= ra — 0; 


LG ET 
(Og}rmr, = (Orhr=n = 3(1 — re — r) Û (15.53) 
à 2(r5— r3) 
= 


Sur la face externe, lorsque r = r2, 


(o,) =": = O: 
(og)r=r, = (G;)rmr, = 
— 2371) | 
amer = | ES 
3(1 — (rs — r) | B—r2 | 


La fig. 280, a montre les diagrammes de distribution des contraintes 
thermiques sur l'épaisseur de la paroi du cylindre caractérisé par la relation 


(15.54) 


n 
k= — = 0,5 pour x = 0,3. 

r2 

Dans le cas où la variation de la température sur l'épaisseur de la paroi 
d'un cylindre à parois épaisses obéit à une loi logarithmique 


T 
1) = —— 2: (15.55) 
In re E s 
ri 


FIG. 280 
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Après introduction de (15.55) dans (15.44), (15.45), (15.48) et intégration, 
les formules permettant de déterminer les contraintes o,,04 et a. seront 
respectivement de la forme suivante: 


ExT nr ri à re 
Los Z Etes | 
2(1 rie lo ri 1 
(15.56) 
ExT ra rè r5 le 
Og — ñ in (jet | 
2(1 — pin . ra —ri 1 
(15.57) 
EaT 2r° 
ee E [i-2m it — D NS ma | (15.58) 
2(1 — s)in r ro —" n 
Fr- 


4 


Sur la face interne du cylindre, quand r = r,, les contraintes seront 


(or =r, = 0; 


EXT 2r? 
(oo}r 11 — (o-)r=r, = Re Li- à 2 In Ts | . 
2(1 — p)In —<- Ê—n nn 
n 
(15.59) 
Sur la face externe, quand r = r:, 
(o,)r= Fa — 0; 
EXT 2r° 
(og) =rs = (©, )r= Fr — RE - Cu In 2. ; 
2(1— win nr nn 
n 
(15.60) 


Pour le cas où la température varie suivant une fonction logarithmique, 
les diagrammes de répartition des contraintes thermiques sur l'épaisseur 


de la paroi d’un cylindre ayant la relation k — SE 0,5 quand x = 0,3 


r£ 
prennent la forme de la fig. 280, b. 
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Au voisinage des bouts du cylindre les contraintes déterminées à 
l'aide des formules données plus haut ne peuvent avoir lieu que si les 
bouts sont sollicités par une charge superficielle variant suivant la formule 
exprimant &,. 


&8 87. Calcul des disques tournants 


Les disques tournants sont habituellement soumis à la traction sous l’action 
des forces centrifuges qui en constituent la sollicitation principale ainsi 
qu’à la flexion. Un échauffement inégal peut y provoquer des contraintes 
thermiques. D'ordinaire, la sollicitation et le champ des contraintes ther- 
miques sont symétriques par rapport à l’axe du disque et, de ce fait, les 
contraintes sont fonction de la distance de l’axe de rotation. 

Examinant un disque plan mince d'épaisseur constante , on peut 
supposer que les contraintes sont réparties sur son épaisseur de façon 
uniforme, alors que les contraintes parallèles à l’axe du disque ne se mani- 
festent pas (o- = 0). De cette façon, le problème de détermination des 
contraintes dans un disque se ramène à un problème dit problème plan 
de la théorie d’élasticité: le problème de l’état de contrainte plan. 


e e # e 7 [2 
Si un disque dont la masse spécifique est —— tourne avec une vitesse 


angulaire ©, les forces massiques agissant sur un élément prélevé du disque 
(fig. 281,a) peuvent être représentées par une résultante (fig. 281,6) 
se trouvant dans le plan médian de l'élément et égale à 


dm o?r = ne hr d0 dr: ©°r. 
£& 


FIG. 281 


Ecrivons la condition d'équilibre de l'élément en projetant toutes les forces 
sur l'axe x: 


r Lo, — 09 - own = 0. (15.61) 
£ 
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Pour le calcul des disques les équations géométriques et physiques 
sont les mêmes que dans le problème de Lamé ((15.2)-(15.4)). Aussi, l'équa- 
tion différentielle (15.61), exprimée en déplacements et compte tenu de 
(15.4), prendra-t-elle la forme suivante 


d'u 1 du u 1—p8 y — 
dr à CS E un 62) 


Récrivant (15.62) dans la forme 


d T1 dur) 1 > 
ln he = tn in 
dr lr dr E £ 


que nous intégrerons ensuite deux fois, trouvons 


= C; lp? 7 
—— C + PRE OR . ——— nr. 1 .63 
u 17 : SE . ro) (15.63) 
Plaçant (15.63) dans (15.4), nous aurons 
EC 3 ’ 
= G+ SEE (15.64) 
r 8 
C. 1+3 
= C— Éd rt 0: cri, (15.65) 
r? 8 g 
avec 
E LU = 
C; ——— C;; C = ————— C2. (15.66) 
- 1 —7 1 + y 


Les constantes C, et C4 (et par conséquent C, et C,) se déterminent 
des conditions limites. Pour un disque doté d’un orifice au centre nous 
aurons, dans le cas général, les conditions suivantes sur les contours 
intérieur (r = r,) et extérieur (r = r.): 


(G,)r=rs = Ors. 
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Eu égard à (15.64), ces conditions donnent deux équations: 


C 3 + y y 
on= C++ 7 ren. arf ; 
ri 8 
& 3 + 
On = += — __  @frè. 
2 8 g 
En résolvant ensemble ce système de deux équations, on obtient: 
2 2 
ra r 3+yn 7 2 
Q= > Or — + "1 mn Cire): 
Pa — à ra — ri 8 £ 
(15.67) 
rar rira 
CG 2 2 Fa 2 Cr, + 
ra —ri F9 —T7] 
3 + ; 
_ 127 w?r2,2 (15.68) 
8 £g 
Dans le cas où o,, = 0 et or, = 0, 
3 î r a 
C= EL fr + r); (15.69) 
8 g 
3 + : 
GR “ eos ré. (15.70) 


Introduisant ces dernières valeurs de C; et C,;, dans (15.64) et (15.65), 
nous obtiendrons 


3+u 7 | rirs 
Or — 8 ; Fe . o(# mA ü rè — EE — F): (15.71) 
1 7 ri rà 
B—S Lar[e +0 (a+ + - . 
— (1 + mr | : (15.72) 
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Introduisant les notations suivantes: 
r r 3+yu y 1 + 34 


— = K; pit core, 


ra ra "8 F4 3 + 


nous pouvons écrire: 


(C,)max = 1 — k}. (15.75) 


La contrainte ©, est aussi positive pour toutes les valeurs de p et 
atteint son maximum pour p = k 


(Go)max = C2 + (1 — mi) k?]. (15.76) 


L'examen de (15.75) et (15.76) montre que l'inégalité (og)max > (G,)max 
se vérifie toujours. C'est pourquoi, la condition de résistance doit être 
écrite (par exemple, d'après la IV-ième théorie) dans la forme suivante: 


Oéqiv = (Og)max = CE + (1 — m)k?] & [o]. (15.77) 


Dans le cas d’une matière fragile, il convient de se servir de la théorie 
de Coulomb-Mohr qui, pour 03 = ©, = 0, conduit à la même formule 
(15.77). 

Les formules permettant de déterminer les contraintes dans un 
disque plein (r, = 0) auront, en vertu de (15.64) et (15.65), la forme 
suivante: 


0, = CO — Sa pe * o?r?; (15.78) 
3 
ee + ee ir, (15.79) 
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Si le contour extérieur (r = r,) n'est pas chargé, c'est-à-dire si or, = 0, 
nous aurons, en vertu de (15.78), 


nee ve = C. (15.80) 

Plaçant (15.80) dans (15.78) et (15.79), nous aurons 
O7 = 1 — p°); (15.81) 
Og = C(1 — mp°). (15.82) 


Les deux contraintes sont positives et augmentent au fur et à mesure 
qu'on se rapproche du centre du disque. Au centre du disque, quand 


p=0, 
3+H Y ,a 


(G,)max = (Cg)max = C— 8 : O'Ta. (15.83) 
Conformément à (15.3), le déplacement radial sera 
u = E&'r. (15.84) 
Comme 
Eg — "TE (cg — /10,), 
on aura 
r 
= = (ag — ua). (15.85) 


Pour déterminer le déplacement sur le contour extérieur du disque 
il convient d'introduire dans la formule (15.85) r = r:; 09 — Gps Cr =Ors 

Si le disque est soumis à un échauffement inégal, il convient d'ajouter 
les contraintes thermiques aux contraintes suscitées par les forces centri- 
fuges et les sollicitations situées sur le contour (si elles existent). Les con- 
traintes thermiques se déterminent de la même façon que pour un cylindre 
à parois épaisses et, de ce fait, l'équation d'équilibre (15.61) va, pour 
« = 0, coïncider avec l'équation (15.1): 


do, 
Fa D Or — 9— 0. (15.86) 


r 
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Les déformations relatives, compte tenu de la dilatation thermique, 
s’obtiennent des expressions suivantes: 


1 
e. = 


r TE (o, — 108) + at(r); 


| (15.87) 
QE (oo — n1o,) + «r(r). 


En résolvant ensemble ces équations par rapport aux contraintes, on 
obtient 


E 
GR 1= al + eg — (+) xt(r)]; 


1 
(15.88) 
E 
= ——— (eg + ue, (+ n)at(r)]. 
1 — y: 
Compte tenu de (15.2) et (15.3), nous aurons 
ET | 
nr dr "7 sen 
(15.89) 
Og = [+ +5 FH — — (1+) a@] 
1-7 


Si la température varie le long du rayon du disque selon une fonction 
—#F 
linéaire #(r) = T —— 


, les dernières expressions prennent la forme 


FN 
suivante 
E d 
8, = als + — (1 +waTe — |: (15.90) 
— ft dr r — M 
POUR re | (15.91) 
= Ep —— 1) a . : 
7 1-7! r k dr d Ta — 


Le module d’élasticité E et le coefficient de Poisson y sont supposés 
constants, indépendants de la température et de valeurs égales à celles 
qu'ils ont à la température moyenne du disque. 
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Introduisant (15.90) et (15.91) dans l'équation d'équilibre (15.86), 
nous aurons 


aT. (15.92) 


Ecrivons cette équation sous la forme 


d 1 —— 1 + Jr, 


Tige , 
dr — r 


après l'avoir intégrée deux fois, nous obtiendrons l'expression pour le 
déplacement 


=. 8 1 
u = Br + a + DR aT ri, (15.93) 
r 3(r: — nr) 


Introduisant (15.93) dans (15.90) et (15.91), nous aurons pour les con- 
traintes 


B, 
= BD, + — — ———— «Er; 15.94 
É or 3(re — n) Fo 
B 2 T 
Og — B, — er — 73. : Len. aEr, (15.95) 


avec 


Les constantes B, et B, peuvent se déterminer des conditions limites 
quand r = ri; (orr=r, = = 6r, = 0et quandr=#";(0,)r=r, = 0. 

Les contraintes dues aux forces centrifuges et les contraintes thermiques 
doivent être additionnées. Dans le cas où la loi de variation de la tempé- 
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rature le long du rayon est linéaire, après avoir additionné les deuxièmes 
membres des expressions (15.64) et (15.94) de même que ceux de (15.65) 


et (15.95), nous aurons 


L 3+u T 
2,=D+—- 1.1 ———— «Er; 
r 8 £g 3(r — n) 
L 1+3 2 T 
D De aEr, 
r° 8 g 3 rnm-n 


où D=C;+8B,; L= Ca + B, sont des constantes qui doivent être 
déterminées des conditions limites. 
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CHAPITRE 16 


Calcul des enveloppes 
à parois minces 


8 88. Calcul des enveloppes à parois 
minces d’après la théorie de membranes 


Dans la catégorie des enveloppes minces on range citernes, châteaux 
d’eau, ballons à air et bouteilles à gaz, coupoles des édifices, cloisons 
étanches dans les avions et les navires, appareils faisant partie des construc- 
tions mécaniques dans l’industrie chimique, éléments des corps de turbines 
et de moteurs à réaction, etc. 

Examinons l'élément de l’enveloppe que montrent les fig. 282, a, b. 
Dans le cas général, les sections qui délimitent l'élément seront soumises 
à l’action des efforts (fig. 282, a) et des moments (fig. 282, b) rapportés 
à l’unité de longueur de la section, à savoir: les efforts normaux N, et N,; 


FIG. 282 


les efforts tangentiels (de cisaillement) S, et S,; les efforts tranchants 
Q et OQ.; les moments fléchissants M, et Af,; les moments de torsion 
M et Mar: 

La prise en considération de tous les facteurs de force énumérés 
ramène, lors des calculs des enveloppes, à des équations différentielles 
de départ très compliquées dont la résolution, même pour les cas les plus 
simples, est liée à des difficultés mathématiques notoires. Dans la plupart 
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des cas, l'on parvient à simplifier sensiblement les équations de départ. 
Ces simplifications découlent du caractère même du problème. Pour 
commencer, si l'enveloppe se présente comme un corps de révolution et 
si la charge est symétrique par rapport à l’axe de l'enveloppe, le problème 
est dit à symétrie axiale et, dans ce cas, dans toutes les sections obtenues 
en traçant les plans passant par l'axe de symétrie ainsi que dans celles 
qui leur sont orthogonales, se vérifient les égalités suivantes: 


Mu= Mu = Si=S:=0; Q=0 (ouQ, = 0). 


Deuxièmement, si d’après la forme de l'enveloppe la nature de sa solli- 
citation et le mode de sa fixation l’on peut, en partant de l’une ou l’autre 
considération, arriver à la conclusion que certains efforts ou moments 
sont partout peu élevés par comparaison avec les autres efforts ou moments, 
on les considère nuls. Par exemple, on pose souvent 


M, —= Ma —- Mia — Ma = O: Q: — Q: _— 0, 


ce qui conduit à ce qu'il est convenu d'appeler 
la théorie de membranes pour les enveloppes. 

En particulier, on se sert de la théorie de 
membranes pour les enveloppes quand on doit 
calculer les contraintes dans un réservoir se 
présentant comme une enveloppe à symétrie 
axiale (fig. 283). Nous supposerons que les 
sections méridionales de la surface médiane de 
l'enveloppe forment des courbes coulantes tandis 
que l'épaisseur À de l'enveloppe est petite par 
comparaison avec les rayons de courbure. Dans 
ce cas, si les extrémités du réservoir sont fixées 
de telle façon qu'elles ne peuvent être exposées 
qu'à la seule action des efforts tangents aux 
courbes méridionales, on peut supposer que 

FIG. 283 l'enveloppe se trouve dans un état de contrainte 
dans lequel les moments sont absents. 

Si le réservoir est rempli (entièrement ou partiellement) de gaz, de 
liquide ou de substance meuble et si la pression y est constante en tous 
les points appartenant à un plan perpendiculaire à son axe (comme le 
montre la fig. 283) il représente alors une enveloppe se trouvant non 
seulement dans un état de contrainte sans moments, mais aussi dans 
un état de contrainte à symétrie axiale. 

Prélevons de cette enveloppe un élément rectangulaire curviligne 
ABCD en menant deux sections axiales à proximité l’une de l'autre et 
deux plans orthogonaux à ces dernières ainsi qu’à la surface de l'enveloppe 
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Désignons par ds, et ds, les longueurs des côtés de cet élément (fig. 284). 
Les côtés de cet élément subiront respectivement l’action des efforts de 
traction (dans le cas d’une pression intérieure) N,ds, et N,ds,. Ici N, 
et N, sont respectivement les efforts normaux revenant à l’unité de lon- 
gueur du périmètre de l'élément 


N=o"h; N=0,"h, (16.1) 


avec o,, contrainte normale circonfé- 
rentielle (latitudinalc ou annulaire) 
dirigée d’après la tangente au cercle 
de rayon P, = P1;, Om, Confrainte 
normale méridionale dirigée d’après la 
tangente au méridien de rayon 
Pm = Pa: 

Examinons la condition d’équi- 
libre de l'élément en projetant sur 
la normale 00, (fig. 284) les cflorts 
internes agissant sur le contour de 
l'élément ainsi que la pression p que 
subit l'élément prélevé de surface 
ds,” ds:: 


LAC 
FIG. 284 


d d d 
2Nds, sin es + Nids, sin _ + (Ne + dN3) ds, sin _ . 
— pds,ds, = 0. 


Compte tenu du fait que les angles dp, et do, sont petits et négligeant 
les grandeurs de second ordre de petitesse, trouvons 


—— + — = p. (16.2) 


Tenant également compte de (16.1) et du fait que p, = p;, Pyy = P2, en 
vertu de (16.2) nous obtiendrons 


— + — = --, (16.3) 


L'équation (16.3) porte le nom d'équation de Laplace. Pour déter- 
miner les deux inconnues so, et o,, l'équation de Laplace, à elle seule, 
n’est pas suffisante. La seconde équation peut s’obtenir aisément de l'étude 
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des conditions d'équilibre de la partie inférieure de l’enveloppe de rayon r 
obtenue à l’aide de la section par une surface conique 4,D,B, (fig. 285): 


N, cos a: 2nr — pnr° — Q,—-Q, = 0, 


Qi étant le poids du liquide ou de la 
substance meuble se trouvant dans la 
partie considérée du réservoir; Q,, le poids 
propre de la partie considérée du réser- 
voir. De là on tire l'effort par unité de 
longueur dans la section considérée de la 
paroi: 


_. pr Q: + O, 
2 cos x 2xr cos x 


(16.4) 


2 


Connaissant N,, déterminons la contrainte normale méridionale o,,, en 
accord avec (16.1), de la formule 


pr Q: + Q, 
Se + , 16.5 
Fm 2h cos x L 2nrh cos « 082) 


Tant que le problème de détermination des contraintes dans les parois 
du réservoir se résolvait dans l'hypothèse que sur l'épaisseur des parois 
les contraintes sont réparties de façon uniforme, il n’y avait aucun besoin 
d'étudier les aspects géométrique et physique du problème, en d'autres 
mots, le problème de calcul des récipients à parois minces ainsi posé était 
un problème isostatique. 

Il est évident que les contraintes normales o, et o,, agissant dans 
les plans caractérisés par l’absence de contraintes tangentielles seront 
principales. Pour ce qui est de la troisième contrainte principale dirigée 
parallèlement à la normale à la surface de l’enveloppe, elle sera égale 
à p sur la face interne et nulle sur la face externe (la pression étant inté- 
rieure). Comme dans les enveloppes à parois minces ©, = ©, et 0, = 0, 
sont sensiblement plus élevées que p, on néglige cette dernière par com- 
paraison avec o, et &,,, c'est-à-dire o, est posée égale à zéro. 

Par conséquent, nous supposerons que le matériau de l'enveloppe 
se trouve dans un état de contrainte plan. Aussi, pour des calculs de résis- 
tance doit-on se servir, en fonction de l'état même du matériau, de la 
théorie de résistance appropriée. C'est ainsi que, d'après la IV-ième théorie 
de résistance, la condition de résistance aura la forme suivante: 


CEuv — V c + 0? — G10n < (o]. (16.6) 
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On donne ci-bas les formules de calcul pour des réservoirs de formes 
diverses. 

Ballon sphérique rempli de gaz et dont la pression est égale à p. Intro- 
duisant dans (16.3) les valeurs suivantes: p,, = p, = R; 0h =0, = 50, 
trouvons 


ou 


T—= T1 —= Ta —=-——. (16.7) 


Les conditions de résistance d’après la première, la troisième et la quatrième 
théorie se ramènent à la forme suivante: 


pR 
CéqlV = 3h < (ol. (16.8) 
Ballon cylindrique rempli de gaz ÿ 
et dont la pression est égale à p AT a 
(fig. 286). RTE cr 
Dans ce cas, AT 
Pr =R;, Pm = ®%. FIG. 286 


De (16.3), il vient 

PR 
gra 
La contrainte o,, agissant dans une section du ballon éloignée des extré- 


mités de ce dernier se détermine de la formule (16.5) en y posant Q; = 
= Q0,=0; x = 0: 


O, = (16.9) 


PR 
On = 5h (16.10) 
ou 
1 
On — 2 Of. 


Réservoir sphérique (fig. 287) rempli d’un liquide (ou d’une substance 
meuble) à la densité >. Dans ce cas 
Pi =Pm=R, r=Rsinyp; H= R(cos g — cos); 
p = ;yH = yR(cos p — cos B). 


De l'équation de Laplace il vient 


R R? 
Of = On = . = (cos g — cos f). (16.11) 


| Se servant de la formule (16.5) dans 
( laquelle 


ke > 
Qi = 7 Vasc= 7: 3 rHEGR — Hc)= 
(16.12) 
Ty 
a R3(1 — cos p}*(2 + cos y), 


FIG. 287 et y ayant posé Q, = 0 et x—90° — y, 
È on trouve 
è Ze us | : à 
On = LA 1 cos 6 + cos - + : (16.13) 
h 3(1 + cos y) 


Puis, de (16.11) on détermine 


Pr 2 cos? pe + 2cos p — 1 _ çosf | (16.14) 
h 3(1 + cos p) 2 
La contrainte maximale revenant au point C, où g = 0, sera 
R°(1— cos 
Om — ©, = Le ue | p) . (16.15) 
max max 2h 
A l'extrémité de l’enveloppe où p = B 
a 2 — cos P — cos? B 
On(B) = — GB) = — * ——— . (16.16) 


1 + cos f 


Coupole sphérique de rayon R et 
dont l'épaisseur de la paroi est 4, 
fabriquée en un matériau à la densité 
> (fig. 288). Poids de l'aire unitaire de 
l'enveloppe: qg = >h. La composante 
normale 


An — COS p = 7h cos p 


joue le rôle d’une pression appliquée 
à la surface, et c’est pourquoi dans FIG. 288 
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l'équation de Laplace (16.3), il convient de poser p = — q, tandis que 
dans l’équation (16.5), p = 0. 

Compte tenu de ce que p, = p,, = R, on trouve de l'équation de 
Laplace 


R 
On + = _ = — yR cos y. (16.17) 


Se servant de la formule (16.5) dans laquelle 
0, = 4S1c8 = >S4cs = ÿ'h 22RHC = yh2rR°(1 — cos y), 


c'est-à-dire 
Q, = 27xyhR?(1 — cos @); 


r= Rsing, a—=9%°—- 9: p=0, 


et compte tenu également du fait que dans la section 4B le poids de la 
partie ACB provoque la compression, on trouve 


_ (16.18) 
On = — -———. | 
". 1 + cos p 
De l'équation (16.17), il vient alors 
1 — cos og — cos? 
Op = PR ———  , (16.19) 


1 + cos p 


Les contraintes méridionales qui sont partout des contraintes de 
compression croissent au fur et à mesure qu’on s'éloigne du sommet 
de la coupole vers son bout. Dans la partie supérieure de la coupole, les 
contraintes annulaires sont négatives (contraintes de compression); pour 
o — 51°50’, elles s’annulent tandis que pour g > 51°50’ elles deviennent 
des contraintes de traction. Ces résultats ne se vérifient que si la coupole 
a été réalisée de telle façon qu’elle permet uniquement des réactions dirigées 
d’après la tangente à la courbe méridionale. 


$ 89. Bagues d'écartement 
dans les enveloppes 


Si une section quelconque de l'enveloppe 44, (fig. 289) est caractérisée 
par une brisure, les tangentes à la courbe méridionale menées de la gauche 
et de la droite du point À forment entre elles un angle égal à 180° — 
— (x + a). Les efforts, par unité de longueur, suscités par les contraintes 
méridionales On, À Om (fig. 290) agissant dans les sections BB, et CC : 


situées dans le voisinage immédiat de 44, (elles s’obtiennent à l’aide 
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de l'intersection par les surfaces coniques O,BB, et O,CC, normales à 


la surface médiane de l'enveloppe), seront 


h, et o, 


" alles où h, et M 


ni 


sont les épaisseurs des parties Z et 2 de l'enveloppe. 
De la condition d'équilibre de l’anneau BB,C,C il vient 


BAC, 


On COS &* 277 = Op lis COS 2° 277 


Om a COS Xi — G, ls COS de. 


Ainsi, les projections de ces efforts sur l’axe de 
l'enveloppe s’équilibrent mutuellement. En même 
temps, la somme des projections desdits efforts 
sur le plan 44, (fig. 291) donne l'effort radial par 
unité de longueur 


q = Om, 1 Sin & + Om, he sin x, (16.20) 


FIG. 289 que l’on peut considérer comme une charge locale 
comprimant l'enveloppe et susceptible de pro- 

voquer une flexion importante dans cette dernière. 
Pour diminuer la flexion on place souvent dans les enveloppes les 
anneaux de rigidité ou les bagues d’écartement (fig. 292) qui vont supporter 


à eux seuls les efforts radiaux suivant 
le schéma de la fig. 293. Dans l’an- 
neau ne se développent que les contrain- 
tes de compression et la condition de 
résistance y sera 


R, 
Fa 
R, étant le rayon du plan médian de 


l'anneau; F,, l'aire de la section 
transversale de l’anneau; g, la charge 


<_lo], (16.21) 


FIG. 290 
Le d Fo 


par unité de longueur supportée par l'anneau et déterminée de la 


formule (16.20). 


FIG. 291 
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A 
FIG. 292 FIG. 293 


FIG. 294 


Parfois, au lieu de la bague d'écartement, on fait appel, à l'endroit de 
la cassure, à un renflement local de l’enveloppe en recourbant vers l'in- 
térieur de l'enveloppe les extrémités du fond du réservoir ou, par exemple, 
en procédant comme le montre la fig. 294. 

Le tableau 36 donne les formules de calcul pour la détermination 
des contraintes et des déplacements dans les enveloppes à paroïs minces. 
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Tableau 36 


Formules de calcul pour la détermination des contraintes 
et des déplacements dans les enveloppes à parois minces 


p — pression; g — charge par unité de longueur; &,, et o, — contraintes 
normales méridionale et circonférentielle (positives en traction); 4 — 
épaisseur de l'enveloppe; R— rayon du plan médian dans une section 
transversale de l’enveloppe; E, st, ;m — module d'élasticité, coefficient 
de Poisson et poids spécifique respectivement du matériau constitutif 
de l'enveloppe; # — déplacement dans la direction de la normale à la 
surface (la direction dont l’origine part de l'axe ou du centre de l’en- 
veloppe est adoptée positive); 7 — poids spécifique du liquide. 


Schéma | Formules 


Enveloppe sphérique. 
Pression intérieure 
uniforme 


R 
om ==; we (y) 
2h 
Enveloppe sphérique Pression intérieure p = yR(1 —coss) a <7e 
remplie entièrement de 
liquide et appuyée sur -R? 2cos!z 
” un anneau de rayon Om = — (: — ) 
R sin «, 6h 1+cos a 
.P2 3 
ce = He (s-6os2 + 2cos"e ) 
6h l+cosz 
a > 
2 
om = LE(S 2cos?z ) 
6h 1—cos a 
Ce ea ( 6 cos a — 2cos"z ) 
1—cos a 
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Suite 


Schéma Formules 


Pression intérieure p = yR(cosg — cos fi) 
cm = PET 1 + coso + cos'p -%] 
h 3(1 + cos p) 2 
RP —1+2osg + ZLos'e 


eg = [ 
h 3(1 + coso) 
cosf 


Réservoir sphérique rempli de 2 
liquide. Bords appuyés librement 
pour p = 0 


7R? 1 — cosf 
h 2 


Om = Ct — = Omazx 


pour g = f 


R1 2 — cos — cos’ 
Ton == —, 


h 61 + cos) 
Variation du rayon d'un cercle sur le 
contour 
Pie Risinp ; (1 + uX2 — cos a — cos?a) 
Eh 6(1 + cos 2) 
7 nR 


Coupole sphérique sous l’action D nee 
de son propre poids. Bords Fe 1 + cosy 
ppuyés librement 


1 — coss — cosy 
LE 7 À 1 + cosy 
ce = O pour 6 =51°50° 


© < 0 pour 0 < a < 51°50” 


de >0 pour « > 51°50° 
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Schéma 


Suite 


Formules 


Coupole sphérique. Pression 
normale uniforme. Bords articulés 
sur l'anneau élastique. Les 
matériaux constitutifs de l'enve- 
loppe et de l'anneau sont iden- 
tiques 


Enveloppe cylindrique longue 
dotée de fonds. Pression inté- 
rieure uniforme 


cd 


Cylindre rempli de liquide. Les 
bords supérieurs sont appuyés 
librement 


Loin des bords, pour H > 104 


pR 


On = Oe Œ 
Contraintes dans l'anneau d'appui 


cosz — 0,39 VRA 


pR' sina R sinz 


2 F + 0,39h VŸRh 


où F est l'aire de la section de l'anneau d'appui 


Loin des bords 
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Schéma 


Suite 


Formules 


Enveloppe conique longue. 
Pression intérieure uniforme 


Enveloppe conique sous l’action 
de son propre poids. 
Bords appuyés librement 


Enveloppe conique entièrement 
remplie de liquide. Bords appuyés 
librement 


Loin des bords 


PXIE2 , 
0 
2h 


On = 


= Prteu 


St01 
Fe 3pxt tg'a 
4hE 


Loin des bords 


ÿm ° X 


SIMS, mr sn 
2 cosa cos a 
Déplacement radial du bord 
x =0) 


1 
am isa (sine - À) 
E 2 
Pour na] # 4 =0 


yx tga (# — £ x) 
de 2h cos2 


7x 182 
hcosa 


Ce = 


(H — x) 


Fe 37 H'iga 
16h cosa 


Mmax 


OU 
4 


« 1 
2 DEN pue À 
MAX 4h cost 


Variation du rayon d’un cercle sur le contour 


Hitg'a 
6h E cos a 


Suite 


Schéma Formules 


Contraintes dans le fond 


Om —= HALLE (n+ne-x)x 
2h cosa 3 


UE (ir He x) 
h cosz 


Enveloppe cylindrique dotée 
d’un fond conique et remplie 
de liquide 


"E 


EE (H + HQ})' pour 


x = e (H - H,) 
4 


Si H>H, alors 


= TT. (4H + H6)' pour 


% 
Lee 4h cosa 


+ 
,-H+He 
2 


Si H < H,, alors 


PA TE 
h cosa 


HHe 


AT 


pour x = He 


Suite 


Schéma Formules 
PP PE REP 


Contraintes dans le fond 


?R XxGR — : 
Enveloppe cylindrique dotée Om = 2 [a + Hs —-x- a 
d'un fond sphérique et remplie 2h 3C2R — x)' 
de liquide . 
Omnex = Pr (H + H,) pour x = 0 
©t [uen Le CRE) 
2h 3(2R-x) 


{mas 


SE Gr HD seu 
2h 


Pour un fond demi-sphérique (47, = R) 


Ce = 60 
Mmax {max 


= ?R (jp p) pour x = 0 
2h 


PR 2a--Rsinyg 


On ==> 
2h a+Rsiny 

Enveloppe torique. Pression PR(a — R) , 
intérieure uniforme On D ————— pour 9 = — -- 
+. 2h{(a —- R 2 

PR 

G = — 

2h 


3 
Ho [ee — Zi) + (1 — y) cos | 
2Eh LR 


Les valeurs de o,, et 3, sont suffisamment 
précises pour 


au > (2 à 3)R 


CHAPITRE 17 


Calcul des structures d’après 
les états limites 


8 90. Notions fondamentales d'état limite 


Les techniques de calcul de la résistance des barres, poutres ct structures, 
étudiées plus haut, étaient fondées sur l'évaluation de la résistance d’un 
matériau en un point représentant du danger; en d’autres mots, les calculs 
s’effectuaient en se référant aux contraintes admissibles. En tant que l’état 
dangereux ou limite, on considérait un tel état de la structure pour lequel 
une contrainte locale maximale atteignait une valeur dangereuse: la limite 
d'écoulement (pour les matériaux plastiques) et la limite d’écrouissage 
temporaire (pour les matières fragiles). L'état de toute la partie restante 
du matériau n'était pas pris en considération. 

Or, lorsque la répartition des contraintes n'est pas uniforme, par 
exemple en flexion et en torsion, dans les structures hyperstatiques réalisées 
en matériaux plastiques, l’apparition des contraintes locales égales, de 
par leur grandeur, à la limite d'écoulement, ne représente pas, dans la 
majorité des cas, de danger pour toute la structure dans son ensemble. 


Ainsi, on a vu s’imposer la nécessité d’avoir une nouvelle approche 
dans l'évaluation de la résistance d’une structure d’après son état limite. 


Par état limite d'une structure on entend l’état pour lequel la structure 
perd la capacité de résister aux sollicitations extérieures ou bien cesse de 
satisfaire à des exigences requises pour son exploitation. 


On distingue trois formes d'états limites: a) d’après la capacité portante 
(résistance, stabilité et fatigue). Lorsqu'une structure se trouve en un tel 
état, elle perd la capacité de résister aux sollicitations extérieures ou bien 
elle connaît des modifications résiduelles telles qu’elle cesse de répondre 
aux exigences requises pour son exploitation: b) d'après le développement 
des déformations excessives provoquées par les charges statiques ou dyna- 
miques pour lesquelles la structure, tout en conservant sa résistance et 
sa stabilité, devient le foyer des déformations irréversibles ou des oscillations 
d’une amplitude dangereuse, de sorte qu’elle cesse de répondre aux exi- 
gences requises pour son exploitation; c) d'après la formation et le dévelop- 
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pement des fissures, quand la structure, tout en conservant sa résistance 
et sa stabilité, est affectée de grandes fissures qui rendent impossible son 
exploitation ultérieure (perte d’une imperméabilité à l'eau requise; danger 
de corrosion dû à la déstruction de la couche de finition, etc.). 

Les techniques de calcul d’après les états limites sont largement 
employées quand on élabore les projets des structures de constructions 
et permettent de mettre à jour les réserves de résistance que les calculs 
d’après les contraintes admissibles n’autorisent pas à utiliser; elles per- 
mettent aussi de réduire le poids de la structure. 

On trouve ci-bas quelques exemples de calcul, d'après les sollici- 
tations limites, des structures réalisées en matériaux plastiques dotés 
d’un palier d'écoulement sur les diagrammes de traction, de compression 
et de cisaillement pur. Dans le but de simplifier les calculs, l’allure de 
ces diagrammes fig. 295) est schématisée de telle façon que le segment 
de droite traduisant la loi de Hooke se transforme directement, sans 
aucun passage intermédiaire, en une ligne horizontale (fig. 296). Par là 
même, on suppose que la limite de proportionnalité et la limite d’écoule- 
ment se confondent. La longueur de la tranche horizontale du diagramme 
n’est pas limitée, autrement dit, l’on suppose que le matériau est d’une 
plasticité idéale et non à durcissement. Un tel diagramme porte le nom 
de diagramme de Prandil. 


FIG. 295 FIG. 296 


La substitution du diagramme 
schématisé de Prandti à des diagram- 6 
mes réels se justifie pour des matériaux 
de type aluminium et, de plus, est 
suffisamment plausible pour des maté- 
riaux caractérisés par des diagrammes 
ayant une longueur limitée du palier 
d'écoulement (fig. 297). 

Dans une structure, l'état limite 
déterminé par une déformation plas- 
tique importante survient au début du FIG. 297 


durcissement du matériau et la charge limite peut être calculée d’après 
la limite d'écoulement. 

Pour un état de contrainte complexe il existe plusieurs théories expli- 
quant le passage du matériau en un état plastique. La théorie de plasticité 
de Saint-Venant permet d'effectuer les calculs d’une façon particulièrement 
simple. Selon cette théorie, dans un état de contrainte complexe, l'état 
plastique du matériau survient quand les contraintes tangentielles maxi- 
males atteignent une valeur limite, à savoir, la limite d'écoulement en 
cisaillement 


Tmax — Téc: (17.1) 


Nous basant sur les considérations exposées plus haut, étudions 
quelques cas caractéristiques du calcul d'après l'état limite. 


$ 91. Calculs en traction 
et en compression 


En traction et en compression, les contraintes se répartissent de façon 
uniforme sur l’aire de la section transversale d’une barre. C’est pourquoi 
les calculs de résistance des systèmes isostatiques réalisés d’après le principe 
des contraintes admissibles et le principe de l’état limite donnent un résultat 
identique. Mais dans le cas des systèmes hyperstatiques, les résultats de 
ces deux types de calcul seront différents. Cela se démontre aisément sur 
l'exemple d'un calcul à la traction d’une suspension à trois tiges (fig. 298) 
sollicitée par une force P. Les aires des sections transversales des tiges. 
sont égales; le matériau est plastique avec 04. pour limite d'écoulement 


FIG. 298 


Si l’on calcule le système en question (qui est hyperstatique d'ordre 1) 
d'après le principe des contraintes admissibles, en accord avec les données 
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au $4i on aura pour F, = F, = F 


P 
N,= ——— ; 17.2 
: 1 + 2 cosx ) 
cos?x 
N;= Na= ——— RP. 17.3 
: 1 -+ 2 cosx ( ) 


On aura, évidemment, toujours N, > M, = N,, autrement dit, c’est 
dans la tige du milieu qu'on observe l'effort le plus élevé. Par conséquent, 
c'est dans cette même tige qu’on aura la contrainte maximale de valeur 
égale à 

N, 1 P (17.4) 
D ——— : 
MF  1+2cosx F 


Le coefficient de sécurité est, dans ce cas, égal à 


o 1 + 2 cos°x 
fu. (17.5) 
Omax P 


Téc — 


Si l'on calcule la même suspension d’après le principe de l’état limite, 
l'effort agissant dans la tige du milieu, au moment où les déformations 
plastiques y apparaissent, sera 


Née = F°Gée. (17.6) 
En même temps, la charge extérieure en vertu de (17.2) sera 
Pie = (A + 2 cos°x) Fo, (17.7) 


tandis que les efforts agissants dans les tiges extrêmes du système étudié, 
devenu maintenant un système isostatique, seront 


P — Fog 
N=N;= ———, 17.8 
. ï 2 cos « ( ) 


La capacité portante pour la structure en question de supporter 
une charge P > P,4 Sera épuisée quand les contraintes agissant dans les 
tiges extrêmes atteindront la limite d'écoulement; à ce moment en vertu 
de (17.8) la charge sera égale à 


Pi — Fo. 
NN = Foëc = re - 


De là, il vient 
Pin = (1 + 2 cos x) Fo. (17.9) 


Le coefficient de sécurité calculé d’après le principe de l'état limite est 
Piim __( + 2cos a) Fos 


= 17.10 
NMjim P P ( ) 
Comparant (17.5) et (17.10), on remarque que nn > ne. Par exemple, 
n 
pour « — 30° le rapport —® — 1,19. Ainsi, le calcul d'après le principe 


Téc 
de l'état limite a permis de mettre à jour une réserve voilée de résistance 
de la structure. 


& 92. Calcul en torsion 


Pour des barres de section transversale ronde pleine les contraintes tangen- 
tielles dans la zone élastique, à une distance p du centre de la section 
(fig. 299), sont données par la formule ($ 46) 


M, 
r,="—#, (17.11) 
M 
Tmax = TA (17.12) 
A : 
1 
FIG. 299 FIG. 300 


Calculé d’après le principe des contraintes admissibles, l’état dan- 
gereux de la barre à la torsion se détermine par l’apparition de déforma- 
tions plastiques dans les fibres extrêmes au moment où le couple de torsion 


M, = Mec = TW,. (17.13) 
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Dans ce cas, la barre conserve sa capacité de supporter un moment 
de torsion qui augmente avec l'accroissement des contraintes jusqu’à 
la limite d'écoulement r4 (fig. 300) dans les points plus proches du 
centre de la section (fig. 301, a). 


FIG. 301 


Calculé d’après le principe de l'état limite pour lequel les déforma- 
tions plastiques sont réparties sur toute la section (fig. 301, b), le moment 
de torsion sera égal (fig. 301, c) à 


d/2 
Miim = (r dFrée = Téc' 2% ( p°dp (17.14) 
F 
ou 
rdÿ 
Miim = Téc D (17.15) 
La grandeur 
ad 
Fra = W,(pt) (17.16) 
est dite #m1odule de résistance plastique en torsion. On a alors 
Miim — Técç* Wh(pt}: (17.17) 


Le rapport du moment limite Af,;, au moment M4. obtenu de la 
formule (17.13) sera 
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ou 


4 
Miim …. 3 Mec = 1,33 Me. 


Telle est la réserve de résistance voilée 
d'une barre ronde en torsion qui se met 
à jour lors du passage du calcul d’après 
le principe des contraintes admissibles au 
calcul d’après le principe de l'état limite. 

Dans le cas d’un système hypersta- 
tique que montrent les fig.302, a, b, c, le 
taux de sécurité calculé d’après le principe 
de l’état limite s'avère être de 1,78 fois 
plus grand que pour un calcul d’après le 
FIG. 302 principe des contraintes admissibles. 


HE 


$ 93. Calcul en flexion 


En flexion, les contraintes normales sont réparties sur la hauteur de la 
section (fig. 303, a) d’une façon inégale et à une distance y de la ligne 
neutre elles sont données par la formule de Navier (10.6) 


Les contraintes maximales à l'extrémité de la section sont 


M 
Omax — WW , 


où W est le module de résistance en flexion qui, par exemple, pour 
une poutre de section rectangulaire ayant une largeur b et une hauteur 
h, est égal à 


Calculée d'après le principe des contraintes admissibles la valeur 
dangereuse que peut atteindre le moment fléchissant sera (si les limites 
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d'écoulement sont identiques en traction comme en compression) 


Mc = oëW. (17.18) 


Avec cette valeur la poutre est capable de supporter un moment fléchissant 
en augmentation. Au fur et à mesure que le moment fléchissant croît 
par rapport à M4, l’état plastique du matériau se répand dans la direction 
de l’axe neutre (fig. 303, b) jusqu’à l'épuisement total de la capacité por- 


Zones plastiques 6e dF 
BR 


Ok LATE élastique 


FIG. 303 


tante de la poutre. L'état limite surviendra au moment où l'écoulement 
se sera répandu sur toute la section transversale (fig. 303, c), après quoi 
la déformation ultérieure de la poutre va se produire sans augmentation 
du moment fléchissant. Dans la section considérée se forme une charnière 
dite rotule plastique qui transmet un moment fléchissant égal au moment 
fléchissant limite que l’on détermine, pour une section symétrique par 
rapport à la ligne neutre, d’après la formule 


Mi (rsodr = 2 2-| y dF = 6e: 2: Sr (17.19) 
F;2 


OÙ Sinax €St le moment statique de l'aire d’une moitié de la section trans- 
versale par rapport à l’axe neutre. 

Il est convenu d’appeler la grandeur 2S,,,, moment résistant plastique 
et de la désigner par W,1. On aura alors 


Miim = CécWoi (17.20) 
Le rapport 
Miim. _ Wot (17.21) 
Méc W 
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caractérise Île taux d'accroissement du coefficient de sécurité de la poutre 
quand on passe au calcul d’après le principe de l’état limite (des charges 
limites). Dans le cas d’une poutre de section rectangulaire 


bi? 
IV 4 
Ps rs 
W bha di 
6 


WW 
Pour des profilés en I le rapport moyen Pl 1,18. 


Le tableau 37 donne des formules de calcul permettant de déterminer 
les moments résistants plastiques pour certaines sections des poutres. 
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Tablcau 37 
Moments résistants plastiques pour certaines sections des poutres 


Section | Moments résistants plastiques 


3 
3(B: — b,)° 


ET 
— (6? + 61) |! ot 


üh* _ 
Wa = FF «- V2) = 0,0977 bh'; 


Wan = PO Wa=1t We 
6 
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Suite 


Section | Moments résistants plastiques 


1 
Wii = . 43 _ d39 = diô; 


_— 13 
WW, = 1,7 I 2 WR: a int 
1 — at dext 


Waum2Sx: Winx (1,14 à 1,18) W, 


e 
«IS h 


2 


CHAPITRE 18 


Stabilité des barres comprimées 


$ 94. Equilibre élastique, stable 
et instable 


Dans un système se trouvant dans un état déformé, l'équilibre entre les 
sollicitations extérieures et les efforts élastiques internes qu'elles suscitent 
peut être non seulement stable, mais aussi instable. 

Un équilibre élastique est stable si, tout petit que soit l’écart de 
l'état d'équilibre, le corps en déformation tend à revenir dans son état 
initial et le fait lorsqu'on élimine l’action extérieure qui était à l’origine 
de cette perturbation de l'état d'équilibre initial. Un équilibre élastique 
est instable si, après avoir perdu l'équilibre sous l’action d’une sollicitation 
quelconque, le corps en déformation continue de se déformer dans le 
même sens que cette déviation imprimée et ne revient pas dans son état 
initial lorsque la sollicitation cesse son action. Entre ces deux états d'équi- 
libre se trouve un état transitoire dit critique. Lorsqu'un corps en défor- 
mation se trouve dans l’état critique, il est dans un équilibre indifférent: 
il peut conserver la forme initiale ou bien la perdre, poussé par une solli- 
citation toute petite qu’elle soit. 

La stabilité d’une forme d'équilibre d’un corps en déformation dépend 
de la valeur de la charge qui lui est appliquée. On appelle charge critique, 
que l’on désigne par P.,, la charge qui une fois surpassée provoque la perte 
de stabilité de la forme initiale du corps. 

La fig. 304, a, b,c montre les cas possibles de déformation d’une 
barre en fonction de la force de compression: pour P < P.,, la forme 
d'équilibre reste stable (fig. 304, a); pour P = P.,, on a un état d'équilibre 
indifférent et la barre peut prendre une des trois positions montrées sur 
la fig. 304, b par une ligne grasse et des lignes en pointillé; pour P > P,,, 
la barre perd de stabilité et s’incurve, c’est-à-dire la forme d'équilibre 
rectiligne cesse d'être stable (fig. 304, c). 

Lorsque les charges atteignent leurs valeurs critiques, cela signifie 
que la structure se détruit, car la forme instable d'équilibre va être inévi- 
tablement perdue, ce qui entraine pratiquement un accroissement illimité 
des déformations et des contraintes. D'ordinaire, la destruction survient 
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instantanément sous l’action de la flexion et pour des valeurs insignifiantes 

des contraintes de compression au moment où la résistance de l'élément 

en compression est encore loin d’être épuisée. Pour assurer une marge 
déterminée de stabilité il faut que 
soit respectée la condition 


Per, P°E, P>h, P < [P], (18.1) 
4 où P est la charge sollicitante; 
1 [P], charge admissible qui pour 
[t\ un coefficient de la marge de stabi- 
11] lité n, est égale à 
1h] | P. 
il | [P]= ©. (182) 
\[/ | Ts 


Ainsi, quand on calcule les 

systèmes élastiques à la stabilité 

a b c (en particulier les systèmes types 

FIG. 304 tels que les barres comprimées), il 

faut d’abord savoir déterminer la 

valeur de la force critique P... 

Dans ce qui suit nous examinerons les formules principales permettant 

de déterminer les charges critiques pour une barre longue et mince en 
Compression ou, comme on dit, en flambage. 


$ 95. Formule d'Euler pour la détermination 
de la charge critique d’une barre comprimée 


Dans l'hypothèse que la force critique P,, ne suscite pas dans Ja barre 
des contraintes supérieures à la limite de proportionnalité et que seules 
des déviations infimes de la forme rectiligne ont lieu, on peut déterminer 
la valeur de la force critique P,, pour une barre comprimée de longueur / 
et fixée d’après le schéma de la fig. 305, a de l’équation différentielle 
approximative suivante qui décrit l’axe incurvé d’une poutre ($ 54): 


2 
Efnio ne = M(:), (18.3) 


OÙ Jin est le plus petit moment d'inertie de la section de la barre (en 
flambage la flexion se produit perpendiculairement à l'axe correspondant 
à la rigidité la plus faible); Af(z), moment fléchissant égal à 


M() = — Pyw. (18.4) 
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Mettant (18.4) dans (18.3), nous aurons 


2 


d‘w 
Efinin = + Pw = 0 


dz 
ou 
d?w 
ua + kw = 0, (18.5) 
avec 
k° = - . (18.6) 
EJ in 


La solution de cette équation différentielle homogène (18.5) sera 
w — À sin kz + Bcoskz, 
A et B étant des constantes d'intégration qui se déterminent des conditions 


limites. En particulier, pour le cas d’une fixation articulée des bouts 
de la barre comprimée (fig. 305, a), les conditions limites seront 


H(Z)l=0 = 0; w(z)l.-r = 0. 


De la première condition limite il 
vient que B = 0, donc 


w(z) = Asinkz. (18.7) 


De la seconde condition on obtient 


À sin kl = 0. 
Comme 
A£0, 
on aura | 
sin k/ = 0. (18.8) 


La racine de cette équation k!/ 
peut prendre un nombre infini de 
valeurs: 0,7, 2x,...,m7, c’est-à-dire 


kl= nn, 


n étant un nombre entier arbitraire. FIG. 305 
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On doit évidemment exclure la première racine k/ = 0 ne correspon- 
dant pas aux données du problème. Ainsi, 


k3l3 = n°nà, (18.9) 
Tenant compte de (18.6) et (18.9), trouvons la valeur critique cherchée 
de l'effort P 
RES in 


Fee == (18.10) 


Cette expression a été obtenue pour la première fois par Euler et se dit 
formule d'Euler. 


La plus petite valeur de la force critique PÀ, obtenue pour # = 1 
etAl = r est égale à 


7° Ein ; 


PL = fe 


(18.11) 


L'équation de la déformée pour de petites déformations, en accord 
avec (18.7), a la forme suivante 


. miz 
w(z) = À sin ne 
La valeur de 4 est définie par la valeur de la flèche maximale w,,,, = f 
rnz 
quand sin a = ]. Par conséquent, 


rnz 
W — f sin DE L (18.12) 


w(z) atteint son maximum pour une valeur de z pour laquelle se vérifie 


= 0; 
dz 

c'est-à-dire 

dw nr nTtz 

LT 1 
ou 

nnz 
cos = 0 
I 


La plus petite valeur de l'argument qui 


7 
annule le cosinus est égale à de par conséquent, 


d'où l'on obtient 


L. 4 
+ 


— 18.13 
2n L FIG. 306 


De l'équation (18.12) ou (18.13) découle que # est égal au nombre 
de demi-ondes d’une sinusoïde qui diminuent sur la longueur de la barre 


/ . 
incurvée (fig. 306). Si » = 1, on a = = + et la valeur maximale de la 


flèche w,,,, = J est atteinte au milieu de la barre. Cela correspond au 
cas principal (fig. 305, b) quand, après le flambage de la barre dù à une 
force critique minimum Per, seule une demi-onde de la sinusoïde couvre 
son axe incurvé. 


$ 96. Influence des conditions de fixation 
des bouts de la barre 
sur la valeur de la force critique 


L'influence des condi‘ions de fixation des bouts des barres sur la valeur 
de la force critique se prête aisément à la détermination si l’on compare 
la forme de l'axe incurvé d’une barre, pour différents cas de fixation, 
avec la forme de l'axe incurvé dans le cas fondamental, c'est-à-dire dans 
le cas de fixation articulée des deux bouts de la barre. 
Barre de longueur l avec un bout encastré, l'autre étant libre (fig. 307, a). 
En flambement la barre se trouve dans un état analogue à celui de la moitié 
d’une barre de longueur Z = 2/ aux bouts reposant sur des charnières 
(fig. 307, b). Cela signifie que dans le cas étudié 
2 : 2 
Le = À Emia_ _ Ein ; (18.14) 
(21)? 4l? 


Dans ces conditions, l'axe incurvé de la barre (fig. 307, a) épouse la forme 
de la moitié d’une demi-onde de la sinusoïde. Autrement dit, #7 = 1/2. 
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Barre de longueur ! aux bouts encastrés (fig. 308). En flambement, 
la partie centrale épouscra la même forme qu’une barre de longueur 
L = 1/2 articulée à ses deux bouts, c'est-à-dire 

7° EJ min _ AT ES min : (18.15) 


cr — I 9 2 


Dans ce cas, deux demi-ondes vont se former: une au milieu, 
avec pour longueur L—1/2 et deux moitiés extrêmes de la demi- 
onde ayant pour longueur //2. En d'autres mots, # = 2. 


PI. ?) 


FIG. 307 FIG. 308 


Barre de longueur 1 à un bout encastré, l'autre étant articulé (fig. 309). 
En flambement, la partie droite CB de la barre aura la forme d’une demi- 


FIG. 309 


onde de la sinusoïde. De la comparaison des fig. 309 et 307, b on constate 
que le tronçon CB a une longueur L = 0,7/ et, par conséquent, 


I Ein , 


CF — (0,71 (18.16) 
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De la comparaison de (18.11) avec (18.14)-(18.15) il s'ensuit que, 
dans le cas général, les formules ci-dessus peuvent s'écrire 


" 2° ES in 
Par = AT Al (18.17) 


avec vl = l,43, longueur réduite; !, longueur réelle de la barre; v, coefficient 
de réduction de la longueur. 


Si les deux bouts de la barre sont articulés, v — 1; si l’un des bouts 
de la barre est encastré, l’autre étant libre, v = 2; si les deux bouts sont 
encastrés, v — 1/2; si l’un des bouts est encastré et l’autre articulé, v = 0,7. 


Les cas de fixation de la barre étudiés plus haut sont, dans leur forme 
pure, très rares en pratique. Les cas les plus fréquents sont ceux où l’un 
des bouts de la barre est encastré alors que l'autre repose sur un appui 
élastique où, enfin, quand les deux bouts sont dotés d'encastrements 
élastiques. 

Considérant le premier des cas mentionnés (fig. 310), on remarque 
aisément que, après le flambement, le bout doté d'appui élastique se déplace 
dans la direction verticale d'une valeur égale à 4, et avec cela apparaît 
une réaction élastique R3 proportionnelle à l'écart /£ et égale à 


RB = C° fe: 


c étant le coefficient de rigidité de l'appui B. 


FIG. 310 


L'équation différentielle de la ligne élastique sera alors 


d?w 
Ein da = PUB — w) — fl — 2) (18.18) 
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—— = k fn — w) — (1 — z), (18.19) 
dz? min 
avec 
pr Per, 
EJ in 
Mettant l'équation (18.19) sous la forme suivante: 
d'w C fB 
— + kw = Kfp ll — —— k? Z, 18.20 
a" # | Fes Par Dai 


trouvons sa solution 


= Csin k#z + D cos kz + [1 DE ) + faz. (18.21) 
Per Per 


Les constantes d'intégration et la charge critique se déterminent 
des conditions limites: 


pour z=0 
(0) = w4, = (18.22) 
dw(0 
“O _ 30) = 0: (18.23) 
dz 
pour z = / 
WC) = wp = fn. (18.24) 
De (18.22) il vient 
D=- f, ( - ] 
= — B = . 
Per 
Pour pouvoir nous servir de (18.23), calculons la dérivée de (18.21): 
dw 
Frs kC cos kz — kD sin kz + ÎB: 
z 


cr 
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de là, pour z = 0, nous aurons 
c 
KC+ —— fp=0 
Per 


ou 
C 


KPer 


Introduisant les valeurs de C et D obtenues dans (18.21), trouvons 


C = — J3. 


C 


KP 
c fB 

+ #1 - ) LEE (18.25) 
Per Per 


Utilisons la condition limite (18.24). Posant dans (18.25) z = /, trouvons 


W(z) = — JB Sinkz — fn ( _ — ) cos kz + 


cr 


C 


POST, 


2 sin K— fa (1 - cos #1 + 


cr 


: 1] + - Sel = J 
Per Pt 
ou 


eos kil = 0, 
cr 


de là 


cl 


A supposer que de cette équation on ait trouvé la plus petite valeur 
de K, on aura par là même trouvé la valeur minimum de la charge critique 


Per fn KES in. 


Etudions deux cas limites. Posant c = 0, trouvons 


P 
t&kl= kl (: re | (18.26) 


1 4 
t&gkl= oo; Kkl= —: 
8 OO 2 


c’est-à-dire nous avons le schéma de calcul pour lequel l’un des bouts 
(le bout gauche) est encastré tandis que l’autre (le bout droit) est libre 
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(fig. 307, a). La valeur de la force critique s'obtient alors de la formu'e (18.14). 


Posant c — co, de (18.26) nous aurons tg k! = kl; kl = 7 , et 
la valeur de la force critique (18.16) correspondant au cas où l’un des 
bouts de la barre est encastré tandis que l’autre articulé (fig. 309.) 

Par conséquent, la variation du coefficient d'élasticité c de zéro à 
l'infini peut être prise en considération à l’aide du coefficient de réduction v 
qui varie dans ce cas de 2 à 0,7. 

Les valeurs du coefficient de réduction de la longueur v ainsi que 
celles du coefficient de stabilité 7 —k%l? pour des barres comprimées au 
centre, de sections transversales constante et variable, sont données dans 
le tableau 38 pour différents cas de mise en charge et de fixation de ces 
barres. Le tableau 39 offre les valeurs des charges critiques pour une bande 
et pour certaines poutres en double T. 


$S 97. Sur le flambement survenant 
à des contraintes supérieures à la limite 
de proportionnalité du matériau 


La formule d’Euler a été obtenue de l'équation différentielle de la ligne 
élastique et on ne peut donc s’en servir que dans le cas où la loi de Hooke 
reste valable, c'est-à-dire tant que la contrainte critique suscitée dans une 


barre comprimée par une charge critique P!, ne dépasse pas la limite 
de proportionnalité 


Mettons la contrainte critique dans la forme suivante 


Per  1EJpin n°E 


PCR FOR [ie 
(Fr 

OÙ Ê = Énin = | “mie est le plus petit rayon de giration principal de l’aire 

de la section de la barre ($ 10) ou 

mE 

23 


, (18.27) 


Ocr — 
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avec 


vi 
= (18.28) 


Imin 


une grandeur adimensionnelle dite ffexibilité de la barre; de (18.27) on 
voit que la contrainte critique ne dépend que du module d'élasticité E 
et de la flexibilité 2. 

En construisant la courbe de dépendance a., = f(À) (fig. 311), l'hper- 
bole d'Euler, on peut se convaincre que, pour un matériau donné (dont 
le module d'élasticité E est connu), la formule (18.27) se vérifie à partir 
d'une valeur déterminée de la flexibilité qu’on peut trouver de la condition 


nE 


FIG. 311 


Déterminons la flexibilité limite 2, au-dessous de laquelle on n'est 
plus autorisé de se servir de la formule (18.27): 
— 
Àjim > | nE 
Opr 


Ainsi, pour un acier de nuance Cr. 3 dont le module d'élasticité est 
E = 2: 10* kgf/cm’, o,, = 2000 kgf/cm’, 


ME _]/3,14-2: 10° 
= || = | 7x 100, 
À <Aim (l Sn | 2000 


autrement dit, on ne peut se servir de la formule d'Euler (18.27) que dans 
les limites du tronçon montré en ligne forte sur la fig. 311 correspondant 
à une flexibilité 2 non inférieure à 100. 
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Cependant, comme en témoigne l'expérience, même sur le tronçon 
Où 2 < Àjjm quand dans la barre agissent des contraintes supérieures à 
or Pour lesquelles la formule d'Euler donne des valeurs exagérées des 
contraintes critiques (le tronçon de l’hyperbole d'Euler montré en pointillé 
sur la fig. 311), la barre peut connaître un flambement. Dans ce cas, la 
valeur de la contrainte critique peut être calculée d’après les données 
expérimentales de F. Yassinski; pour différents matériaux elle est donnée 
par la formule empirique suivante: 


Cer = a — bi. (18.29) 
Pour une fonte on peut se servir de la dépendance quadratique 


Ce =a— bà+ ci. (18.30) 


Les valeurs des constantes a, b et c sont données ci-bas pour certains 
matériaux. 


Matériau Aiim a b c 
CT. 2, CT 3 100 3100 11,4 — 
CT. 5 100 4640 32,6 _ 
Acier 40 90 3210 11,6 — 
Acier au silicium 100 5890 38,2 _ 
Bois (pin) 110 293 1,94 — 
Fonte 80 7760 120 0,53 


Pour certaines valeurs de la flexibilité À, la valeur de o,, obtenue des 
formules (18.29) ou (18.30) devient égale à la contrainte limite en com- 
pression, c'est-à-dire pour des matériaux plastiques 


Ocr —= Céc» 


pour des matières fragiles 


Les barres dont 2 < À, sont dites barres de faible flexibilité et ne 
sont calculées qu’à la résistance. Pour un acier de nuance Cr. 3, par exem- 
ple, lorsque 40 < 2 < 100, la courbe de dépendance o.,= f(2) obtenue à 
partir de (18.29) se présente comme une droite inclinée SAf (fig. 311) tandis 
que la partie NS de la courbe, correspondant à 0 < 1 < 40, peut être 
considérée comme une ligne horizontale. 

Ainsi, pour un acier de nuance Cr. 3, la courbe o,, = f(2) contient 
trois tronçons: le tronçon horizontal NS correspondant à a,, = Ge; 
le tronçon oblique SM correspondant à 40 < À < 100 et l’hyperbole 
d'Euler correspondant à À > 100 (à droite du point M). 
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$ 98. Stabilité des barres comprimées: 
calcul à l’aide de coefficients 

de réduction de la contrainte 
admissible principale 


Les barres à faible flexibilité (2 < À) comprimées au centre conservent 
leur capacité portante à condition que les contraintes critiques ne dépassent 
pas la contrainte dangereuse, c’est-à-dire 


Ocr < Oo) 


avec, pour des matières fragiles, a) = oB pour des matériaux plastiques 
Oo = 0&- La capacité portante des barres de faible flexibilité se détermine 
de la condition de résistance du matériau. 

Dans le cas des barres de grande flexibilité, on doit considérer comme 
état dangereux le moment correspondant à l’apparition dans une barre 
comprimée des contraintes égale à o,,. Aussi, pour assurer l'aptitude 
à l'exploitation de la barre il faut remplir la condition de stabilité suivante: 


Oer Os (18.31) 


. (ol, étant la contrainte admissible de stabilité qu’on détermine de la 
formule 


er 
[Lo], = — : 
ls 


Ici, »#, est le coefficient de stabilité que l’on adopte toujours quelque peu 
supérieur au facteur de sécurité (7, > ") à cause de l’éventuelle excentricité 
dans l’application de la charge, de l’incurvation de la barre et de la non- 
homogénéité du matériau. Pour l'acier, n, = 1,8 à 3,0; pour la fonte 
n, = 5,0 à 5,5; pour le bois nr, — 2,8 à 3,2. Plus grande est la flexibilité, 
plus petite est x, adoptée. 

En pratique, quand on calcule la stabilité, il est convenu de se servir 
non pas de la contrainte admissible de stabilité [o],, mais de la contrainte 
admissible en compression [o_] avec un coefficient de correction corres- 
pondant & dont la valeur peut être établie de la relation 


De là 
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ou 


lol, = plo_}, (18.32) 
avec 
Ocr lo 
or (18.33) 


Ici go est le coefficient de réduction de la contrainte admissible en 
compression ou le coefficient de la contrainte admissible conventionnelle. 
Le tableau 40 en offre des valeurs pour différentes flexibilités. 

Ainsi, compte tenu de (18.32), on peut maintenant mettre la formule 
de calcul à la stabilité (18.31) dans la forme suivante: 


Omax < (0), = plo_] 
ou 


Go = : < plo_] (18.34) 
Fbrutto pié | 


On distingue deux types de calcul à la stabilité: calcul de vérification 
et calcul d'élaboration de projet. 

Le calcul de vérification se fait à partir des dimensions et de la forme 
de la section transversale de la barre connues en avance et se propose 
avant tout de déterminer le plus petit moment d'inertie axial J,,., l'aire F, 
e rayon de giration minimal 


i -| fu 
min F » 


vl 


ainsi que la flexibilité 


À = 


Imin 


Connaissant la flexibilité, on trouve ensuite sur le tableau le coefficient y; 
on détermine la contrainte admissible de stabilité 


{o], — plo_], 


- avec la contrainte admis- 


on compare la contrainte effective o — 
brut to 
sible de stabilité [o], pour établir si se vérifie la condition 


o <[o],. 
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Quand on procède à un calcul d'élaboration de projet, on part de la 
condition 


P 
O = ———— <[o_]. (18.35) 
PFbrutto 
La section requise se détermine de la formule 
P 
Fhrutio = ——— * (18.36) 
plo_] 


Outre l'aire cherchée F4, le coefficient g constitue lui aussi une inconnue 
dans cette dernière relation. C'est pourquoi, quand on choisit les sections 
on est obligé d'utiliser la méthode d'approximations successives en variant 
la valeur du coefficient #. D'ordinaire, lors du premier essai on prend 
p1 = 0,5 à 0,6. Avec y, ainsi adopté, on détermine Fu d'après la 
formule (18.36) et l’on choisit la section correspondante. Connaissant 
la section et, après avoir déterminé Jin, énin et À, on établit la valeur 
effective g1. Si g1 diffère sensiblement de g,, c'est que la contrainte diffé- 
rera aussi de la contrainte admissible. Il faut alors reprendre le calcul, 
c'est-à-dire entreprendre un second essai en adoptant une valeur inter- 


médiaire entre les coefficients p, et p1: 


a+ q1 
RS EE 


Après ce second essai on établit g. Si untroisième essai s'avère indispen- 
sable, on reprend le calcul pour 


__ a+ 
PB 5 — , 


et ainsi de suite. En pratique, on peut se limiter à deux ou trois essais. 


8 99. Choix du matériau 
et de la forme rationnelle pour les sections 
transversales des barres comprimées 


Pour les barres de grande flexibilité (1 > 114) lorsque o.,< 0,,, le module 
d’élasticité E est la seule caractéristique déterminant l'aptitude de la barre 
à résister au flambement. Par conséquent, il est évident que pour des barres 
soumises à la compression et dont E varie faiblement on n'a aucun intérêt 
à employer un acier à résistance élevée. Pour ce qui est de la forme de 
la section transversale, elle sera rationnelle si elle permet la valeur la 
plus élevée du plus petit rayon de giration ÿ,;, pour une aire donnée. 


581 


Introduisons une caractéristique adimensionnelle 
E — min ; 
VF 


que nous appellerons rayon de giration spécifique. Les données citées 
ci-après pcrmettent de juger sur la rationnalité de certaines sections. 


Séction  « 

Section en tube (- _ hot 0,95 0,8) 2,25 à 1,64 
ext 

Section en tube (x = 0,7 à 0,8) 1,2 à 1,0 
Section à cornière 0,5 à 0,3 
Section à double T 0,41 à 0,27 
Section en U 0,41 à 0,29 
Section carrée 0,289 
Section circulaire 0,283 
Section rectangulaire (h = 2b) 0,204 


L'analyse de ces données montre que les plus rationnelles sont les 
sections en tube et les sections en caisson à parois minces. Les sections 
rectangulaires pleines sont les moins rationnelles. 

Quand on élabore les projets pour des barres dont la capacité portante 
est déterminée par la résistance au flambement, il faut tendre à ce que la 
barre soit d'égale stabilité dans toutes les directions, autrement dit, à ce 
que les moments d'inertie principaux soient, dans la mesure du possible, 
identiques. rs - : 


$ 100. Flexion composée 
La flexion d’une barre est dite composée si dans ses sections transversales 


apparaissent des moments fléchissants dus aussi bien à des sollicitations 
longitudinales qu'à des charges transversales (fig. 312). 


FIG. 312 


Le moment fléchissant total Af,,, agissant dans les sections transver- 
sales se calcule en tenant compte des flèches de l’axe de la barre 


IMaot(2)l = IMG) + ISuio(2)l, (18.37) 


où Af(z) est le moment fléchissant dû à l’action de la charge transversale; 
Sw (2), moment fléchissant dû à l’action de la charge axiale S. La déter- 
mination de la valeur du moment fléchissant total Af,,.(z) se complique 
du fait que, dans ce cas, on n’est plus autorisé à se servir du principe de 
l'indépendance des effets des forces. 

Examinons une méthode approximative de détermination du moment 
fléchissant Af,,.(2). Elle est basée sur l'hypothèse que la déformée de la, 
poutre épouse, sous l’action d’une charge transversale, là forme sinusoïdale 
c'est-à-dire 


. TZ 
w(z) = [sin ru is (18.38) 
S'il y a une force longitudinale, on pose aussi, approximativement 


__ az 
Wot(2) & Jioi Sin TT : (18.39) 


Cette hypothèse permet d'obtenir une précision suffisante pour une 
poutre aux appuis articulés soumise à l’action de charges transversales 
dirigées dans un même sens, en particulier, si la déformation de la poutre 


ul 
est symétrique par rapport à son milieu lorsque w, — | rot. 


Les équations différentielles de la ligne élastique en flexion transve- 
sale et en flexion composée s'écriront, respectivement, comme suit 


du(z) M). 
mm = EH; (18.40) 


d dFWiot(z) 7) M) __ SWro(z) z) | 
de EJ EJ 


(18.41) 
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Excluant M(z) des équations (18.40) et (18.41), compte tenu de (18.38) 
et (18.39), nous aurons 


Got — f) (sin + = — . sin 
dz1 l EJ l 
Après dérivation nous aurons 
Fr Got — À) = _ Jot (18.42) 
Introduisant la désignation 
LE = P, (18.43) 


trouvons de l'équation (18.42) l'expression qui donne la flèche au milieu 
de la travée de la poutre en flexion composée 


f 
S 


= 


Pe 


(18.44) 


Jroi = 


La formule (18.44) donne des résultats satisfaisants tant que la force 


de compression S ne dépasse pas 0,8 pie Supposant que les moments 
fléchissants sont proportionnels aux flèches, on peut, en accord avec (18.44), 
obtenir une formule approximative simple permettant de déterminer le 
moment fléchissant en flexion com 


Mo= —— : (18.45) 


La valeur des contraintes maximales agissant dans une section de Ja barre 
va alors se déterminer de la formule 


_ + (Mio) max (18.46) 


Omax F TA 


ou, compte tenu de (18.45), de la formule 


S M 
PR 
nn 


De cette dernière formule découle que le principe de l'indépendance 


des effets des forces ne se vérifie pas ici. 
Le tableau 41 donne les équations du moment fléchissant et de la 


ligne élastique pour quelques cas de flexion composée des poutres de 
section transversale constante. 


(18.47) 
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Tableau 39 
Charges critiques pour une bande et certaines poutres en double T°) 


Types d’appuis: 


Encastrement dans Encastrement 


les plans vertical et dans le plan 

horizontal horizontal: 
charnière dans 
le plan vertical 


Charnière dans le Charnière dans 
plan horizontal: le plan horizon- 
encastrement dans tal: glissières dans 
I G le plan vertical le plan vertical 
= Charnières dans les plans horizontal et vertical 
Schéma Charge critique 
M LAS 


Me — 
FO | Lors du flambement le plan d'action du couple 


reste inchangé dans un système des axes mo- 
biles rigidement liés à la section frontale en 
déplacement 


+) S=ŸEJ -GJ,, où EJ est la rigidité minimale en flexion; GJ,, la rigidité en torsion. 
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Suite 


Schéma | Charge critique 


P 
= Si la hauteur de la bande cantilever varie 
n 


suivant Îa fonction À = h, |} 1 — F Re étant 


la hauteur de la bande à son pied; z, la coor- 
donnée courante le long dela bande, on aura 


mS  ni111,333| 2 | 4 
Per —|—|"—| | 
1 m.2,4/2,81 13,21] 3,61 
kS 
Per = — 
4 


Le coefficient k se détermine du tableau. 
AU at. 26), 
p nr 


, ou D—rigidité d'une des 


PE ailes du double T soumis à la flexion dans son 

mn 

rs or pe ue ne 
E 144,3 15,7: 12,2. 10,7 9,76; 8,69.7,58! 6,19 5,64 

4,013 


Pour u > 40 k = 


Suite 


Charge critique 


EP PC PP PP 


IEEE) 


12,85S 
(aq Dée —— 
dt 
Dans le cas où la hauteur de la bande cantile- 
n 
ver varie suivant la fonction hA=h, | 1 -+. 


he — hauteur de la bande à son pied: z—coor- 
donnée courante le long de la bande, on aura 


(gMer = mr 
CRNEDRSES 
m 9,6 | 10,4 | 11,2, 12,8 


=) = 26,55 
CL 


Ge à l'origine 


15,95S 
(ac re 
rs 
Up 


Suite 


Schéma | Charge critique 


Mes =" ||, +(=) ne 
; JL I 1 J 364, 
h 


— hauteur de la poutre: D-— rigidité d’une des 
ailes du profilé soumis à la flexion dans son 
propre plan 


EJ+GJ,\"., S' [nt 
. | —:— 41 
T ( 2R ) R!' V6! ) 
Le symbole inférieur montre la valeur critique 


du moment dirigé dans le sens contraire à celui 
indiqué sur le schéma 


kS 
Per = — 


{: 
a :1,0,05 j 01 018, 0.2 | 0,25 
k 111,6:56,01 l37.88 29,11! 24,1 
a:1, 0,3 0,35] 0,4 | 0,45 | 0,5 
k i21,01 19,04 17,82 17,15 :16,94 
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Suite 


Schéma Charge critique 


[L 
Pour x NT + —— , À — hauteur de la poutre, 


D—rigidité d'une des ailes du double T soumis 
à la flexion dans son propre plan, les valeurs de 
k seront 


x;0,4, 4 | 8 116,32! 641160 ,400 
k .86,4:31,9,25,6'21,8 19,6 18,3 17,5.17,2 


28,315 

(al) = 

4? 

KS 

(Der = — 
4? 

0] 
Pour x = = ; oh h — hauteur de la poutre, 


D-—rigidité d’une des ailes du double T soumis 
à la flexion dans son propre plan, les valeurs de 
Kk seront 


Si lors du basculement la charge reste parallèle 
à sa direction initiale, on aura 


EJ > — 61)! 
GRee= À. — ER 
R' di + 6! ) 
J 


Si lors du basculement la charge reste pointée 
vers le centre de courbure initial, on aura 


n'EJ rt — 61 
R e(rs + 6° ) 


(gR)cr = 
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Suite 


| Schéma | Charge critique 


2 
Pour x = : 26H, h— hauteur de la poutre; 


D 
D — rigidité d'une des ailes du double T quand 
il est soumis à la flexion dans son propre plan, 
les valeurs de Æ seront 


x10,4 | 4 862 

k 1268 css 50,2! 40,2 34,1:30,7 /28,4 
a P ps 
[El 


a:1:0,1 10,2 10,3 0.4 0,5 


— mm —— | | ——— | ——— 


k [117 153,2 35,2 28,5 26,7 
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Suite 


Schéma Charge critique 


8,65 
(a) = 
42 
kS 
(4er ee — 
- El 
2 
Pour x = de : zu ° A — hauteur de la poutre; 
HW D 


D — rigidité d'une des ailes du profilé soumis à la 
flexion dans son propre plan, les valeurs de 4 seront 


x.041 4 [8 16 | 32 | 96 |128 :400 


ll I | u——— | | ——— 


k | 488 :161 119 [91,3 73,0! 58,0! 55,8! 51,2 


kS 
Pere _ mm 
Aa ds 
k :608 1155 |80,9 {58,6 | 53,0 
129,15 
(qDer = 


mEJ 
(gRher = "RS 


La charg: reste parallèle à sa direction initiale 
0 n:4 n:2 | r 1|1,0637n]1,1x {,24x 


mléo1|12,6/1,85| 1,54 |1,40! 1,00 
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Suite 


Schéma Charge critique 


a:1,0.1 0.2 0,3 ; 0,4 0,5 | 0,6, 0.7 0,8 0,9 
k | 79,6! 43,2’ 33,7 31,9 35,1!45,1! 70,3 149 625 


Suite 


Schéma | Charge critique 


84,88 
(qger = — 
{3 


a:1 0,1 |0,2 


— | | 


k |145 67,6 


0,3:0,4 | 0,5 pe Er ja 9 
47,1 40,7.41,8. 50,5] 75,0! 150630 


41-10 641 


Suite 


Schéma | Charge critique 


Les déplacements verticaux des sections d’appuis 
sont impossibles vu que 


a:1.0,1 0,2 0,3 ,0,4 0,5 


ae 114163, 1 :47,2'43,2 


On suppose que les déplacements verticaux des 
sections d’appuis sont impossibles vu que 


98,7S 
(Der = 
E 
&S 
Per = — 
'È 


es 0,20,3 ; 10,4 05 0,6 ‘0,7 0,8 0,9 
1399. 118 67,8 52,6 "50,2. 57,7 82,2/161 621 


642 


Suite 


Schéma Charge critique 


120,68 
Qlhee = —— 
[Li 


Coefficients de la contrainte admissible conventionnelle en compression y 


| Flexibilité À 
Matériau NS, 
0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 7 | 80 


0,86 | 0,81 | 0,75 


HI 2 
(15 XCHZA) 
CITK 


Fonte 


CU 12-28 
CU 15-18 
CU 15-30 
CU 15 - 32 
CU 15 - 36 
CU 18 - 36 
CU 21 - 40 
CU 21 - 44 
CU 24-44 
CU 28-48 


Alliage d'alumi- 
nium 


Afr 

Abfr 6 
ABT ! 
JX 16T 


Eléments de ma- 
connerie et maçon- 
nerie renforcée 


Béton armé 
Béton lourd 
Béton léger 
Bois (pin, sapin) 
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1,00 


1,00 
1,00 
1,00 


1,00 


1,00 


0.99 


0,95 


0,97 


0,87 


0,95 


0,92 
0,93 
0,91 


0,81 


0,75 


0,92 


0,89 
0,90 
0,87 


0,69 


0,60 


0,89 


0,86 
0,83 
0,83 


0,57 


0,43 


0,32 


0,76 
0,71 
0,72 


0,34 


0,23 


0,603 
0,458 
0,463 
0,353 


0,65 
0,73 
0,63 
0,52 
0,61 


0,70 
0,63 
0,65 


0,26 


0,18 


0,53 

0,387 
0,387 
0,269 


0,58 
0,64 
0,57 
0,46 
0,49 


Tableau 40 


90 | 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190; 200 


0,69 10,60 |0,52 |0,45 |0,40 |0,36 |0,32 |0.29 |0,26 |0,23 10,21.0,19 


0,62 |0,51 |0,43 |0,38 |0,32 |0,28 |0,26 10,24 |0,21 |0,19 Leu Ve 16 
0,54 10,45 |0,39 |0,33 10,29 |0,26 |0,23 ]0,21 |0,19 |0,17 10,15 | 
0,55 10,43 |0,35 |0,30 10,26 [0,23 |0,21 10,19 |0,17 10,15 10,14,0,13 
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CHAPITRE 19 


Oscillations élastiques 


$ 101. Classifications 
des oscillations mécaniques 


Tous les processus oscillatoires auxquels on a affaire en physique et en 
technique peuvent être classés conformément à la loi qui décrit la variation 
dans le temps d’une certaine grandeur caractérisant le processus oscillatoire. 
Une telle classification peut être appelée cirématique au sens large du terme. 
Les oscillations peuvent être périodiques et apériodiques. Outre cela, il 
existe une large classe intermédiaire d'oscillations dites quasi périodiques. 

Les oscillations périodiques sont décrites par une fonction périodique 
dont la valeur se répète dans le temps après un intervalle déterminé T 
qu'on appelle période des oscillations, c'est-à-dire 


St + T) = f(t) 


pour n'importe quelle valeur de la variable 1. | 
Les fonctions ne satisfaisant pas à cette condition sont dites apério- 


diques. 
Les fonctions quasi périodiques sont définies par la condition 


AG +T)—-/f(G)I< € 


pour n'importe quel /; r et € étant des constantes déterminées. Il est 
évident que si e est une quantité très petite, durant un temps f, par com- 
paraison avec la valeur moyenne du module de la fonction /,(r) la fonction 
quasi périodique sera proche d'une fonction périodique dans laquelle + 
sera assimilé à une quasi-période. 

Les oscillations armoniques, où sinusoïdales, appartiennent aux 
oscillations périodiques les plus répandues. 

Les oscillations apériodiques sont bien plus variées que les oscillations 
périodiques. De telles oscillations sont le plus souvent des oscillations 
sinusoidales amorties (fig. 313, a) ou croissantes (fig. 313, b). Mathéma- 
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tiquement, les oscillations amorties sont représentées par l'expression 
suivante 


x = AT cos(or + o), (19.1) 


où 4, p,0 et «w sont les constan- 
tes; ?, temps. 

Les oscillations harmoniques 
croissantes sont décrites par une 
expression mathématique analogue 
à (19.1) avec la seule différence 
que lesigne accompagnant ds est 
remplacé par un signe inverse 
(plus). 

Strictement parlant, le terme 
oscillations harmoniques (ou sinusoï- 
dales) amorties n'est pas tout à 
fait logique car les oscillations 
harmoniques ne peuvent pas être 
amorties. Néanmoins, on continue 
de s’en servir en pratique. 

La classification des processus 
oscillatoires d’après leur forme 
extérieure n’est pas suffisante, aussi 
doit-on la compléter par une clas- 
sification se basant sur les propriétés 
physiques fondamentales des sys- 
tèmes oscillatoires en question. 

Lorsqu'on examine les mouve- 
ments oscillatoires des systèmes 
élastiques, il importe de savoir le 
nombre de paramètres indépendants 
déterminant la position du système à chaque moment donné. Le nombre 
de tels paramètres s'appelle nombre de degrés de liberté. 

Dans les cas les plus simples, la position d’un système peut être déter- 
minée par une seule grandeur. De tels systèmes sont dits à un degré de 
liberté. Soit un système oscillatoire constitué d’un poids Q qui pend 
à un ressort (fig. 314); s’il a été conçu de façon que le poids ne fasse 
que des mouvements verticaux, il sera un système à un degré de liberté. 
En n'importe quel moment sa position peut être déterminée à l'aide 
d’un seul paramètre: le déplacement selon la verticale. 

En guise d'exemple d’un système à deux degrés de liberté, on peut 
considérer une poutre impondérable portant deux masses (fig. 315). Ici, 
ce sont les déplacements des masses #1, et m1, par rapport à la position 
d'équilibre qui vont jouer le rôle de paramètres indépendants déterminant 


653 


FIG. 313 


la position du système en n’importe quel moment. Si l’on augmente 
le nombre de masses ponctuelles de la poutre en oscillations, on obtient 
à la limite une poutre ayant une masse distribuée sur toute sa longueur 
qui sera un système osCillatoire à un nombre infini de 

0 degrés de liberté (fig. 316). 

On peut également classer les oscillations mécani- 
ques d’après d’autres critères. En particulier, on distingue 
quatre types d’oscillations : oscillations propres, oscillations 
Jorcées, oscillations paramétriques et auto-oscillations. 

On appelle oscillations propres (ou libres) les oscilla- 
tions apparaïssant dans un système isolé sous l'action d'une 
excitation extérieure («impulsions») qui provoque les écarts 
initiaux des points du système de leur position d'équilibre, 
les oscillations qui se produisent, par la suite, grâce à la 
présence de forces élastiques intérieures  rétablissant 
l'équilibre. L'énergie nécessaire pour assurer les oscilla- 
tions vient du dehors au moment initial de leur 
excitation. La période des oscillations (le temps d’une 
osCillation complète) dépend du système. La fréquence 
des oscillations est une quantité bien déterminée pour 
un système donné et porte le nom de fréquence propre 
des oscillations du système. A cause des pertes d’énergie 
qui ont lieu dans un système, les oscillations propres sont 
pratiquement toujours amorties, bien que lors de l’exa- 

FIG. 314 men des oscillations propres on ignore souvent les 

pertes d'énergie. 

On appelle oscillations forcées d'un système élastique les oscillations 
qui s’y produisent sous l’action des forces perturbatrices extérieures à varia- 
tion périodique (durant tout le processus oscillatoire). Dans ce cas, la 


FIG. 315 FIG. 316 


nature du processus oscillatoire loin d'être déterminée par les propriétés 
du système dépend forcément de la force extérieure. En guise d'exemple 
des oscillations forcées, on peut citer les oscillations transversales que la 
masse non équilibrée du rotor d’un moteur électrique fonctionnant sur 
une poutre provoque dans cette dernière (fig. 317). 

Les oscillations forcées se produisent avec la même fréquence que la 
force perturbatrice et sont entretenues grâce à un afflux continu de l'énergie 
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venant de l'extérieur. Lorsque la fréquence des forces perturbatrices et 
celle des oscillations propres du système coïncident, on assiste à l'apparition 
de résonance caractérisée par un brusque accroissement de l'amplitude des 
oscillations forcées, ce qui présente du danger pour l'exploitation du sys- 
tème mécanique oscillatoire en question. 


On appelle oscillations paramétriques d'un système élastique les oscilla- 
tions faisant varier de façon périodique les paramètres physiques du dit 
système (paramètres portant sur la masse ou la rigidité du système). Dans 
ce cas, les forces extérieures sans influencer immédiatement le mouvement 
oscillatoire ne font que modifier les paramètres physiques. Les oscillations 
transversales d’une masse placée sur une barre en rotation ayant une 
section non circulaire et dont le moment d'inertie équatorial par rapport 


à des axes orthogonaux est différent, peuvent servir d'exemple d'oscilla- 
tions paramétriques. 


On appelle auto-oscillations d'un système élastique les oscillations 
entretenues par des forces extérieures dont le caractère d'action se détermine 
par le processus oscillatoire lui-même. 


Les auto-oscillations apparaissent dans un système en l'absence 
des perturbations périodiques extérieures. La nature des oscillations 
n’est déterminée que de la façon dont le système a été conçu. La source 
d'énergie appelée à compenser les pertes de celle-ci dans le système au 
cours des oscillations constitue une partie intégrante du système. Ainsi, 
les auto-oscillations diffèrent des oscillations propres, étant amorties, par 
le fait qu’elles sont entretenues. D'autre part, les auto-oscillations diffèrent 
des oscillations forcées et paramétriques provoquées par des forces exté- 
rieures dont le caractère d'action est, dans les deux cas, donné à l’avance, 
par le fait qu'elles sont auto-excitées car le processus des oscillations est 
ici commandé par les oscillations elles-mêmes. 


En guise d'exemple d’auto-oscillations on peut considérer la vibration 
des éléments d’un avion (flutter) lorsque le rôle de source d'énergie supplé- 
mentaire qui sert à entretenir les oscillations du système est joué par l'éner- 
gie du courant d'air, ainsi que par la palpitation de l’enseigne au vent. 

La classification des oscillations se fait également d’après la forme des 
déformations que subissent les éléments élastiques d’une structure. En 
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particulier, dans les systèmes à barres on distingue les oscillations longi- 
tudinales, transversales et de torsion. 


Lors des oscillations longitudinales les déplacements de tous les points 
d'une barre élastique sont dirigés le long de l'axe de cette dernière. Dans 
ce cas, la barre connaît une déformation d’allongement ou de raccourcis- 
sement, autrement dit, les oscillations longitudinales peuvent être appelées 
oscillations de traction-compression. 


Lors des oscillations transversales (de flexion), les composantes princi- 
pales de déplacements (les flèches) sont dirigées perpendiculairement à 
l'axe de la barre. 


Les oscillations de torsion sont à l'origine des déformations de torsion 
variables. On peut aussi concevoir les oscillations de flexion-torsion, 
c'est-à-dire les oscillations qui donnent naissance simultanément à une 
flexion variable et une torsion. 


$ 102. Oscillations libres des systèmes 
à un degré de liberté : 


Un poids suspendu sur un ressort disposé verticalement (fig. 318) peut 
servir de modèle d’un système oscillatoire à un degré de liberté le plus 
simple. 
Additionnant les projections de toutes les forces (y compris les forces 
d'inertie conformément au principe de D’Alambert) sur l'axe vertical, 
nous obtiendrons l'équation différentielle des 
oscillations du poids @ sous la forme suivante 


o+ex-[o- © = 
£ 
De là 
2 x+ex=0, 
£ 
Ge ou 
x+ox=0, (19.2) 
12 Q: où x est le déplacement vertical du poids par 
Eu Q- g* rapport à la position d'équilibre statique; x — 
2, 
= — ; 1, temps; c, rigidité du ressort; g, accé- 
FIG. 318 dr° 
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lération de la force de pesanteur; w, fréquence angulaire des oscillations 
propres 


Œ F 
Q ôa 


, allongement que subit le ressort sous l’action statique du point Q. 
La solution de l'équation (19.2) sera 
x = À cos ot + Bsin wt, (19.4) 
A et B étant les constantes d'intégration qui dépendent des conditions 
dr hypothèse on a la coordonnée initiale x, du poids ainsi la 
vitesse initiale v, = x pour t = 0, de (19.4) on va déterminer 
A= Xp, B=—. (19.5) 


Posant 


Le 
Xo = asina et = acos a, (19.6) 
D 


on peut mettre (19.4) dans la forme suivante 
x = a sin (of + à), 


a étant l'amplitude des oscillations qui s'obtient de la formule 
La quantité of + « est dite phase des oscillations, «, décalage de phase. 


En vertu de (19.6), « peut être déterminé de la condition 


X00 


tg a — 
Vo 


La fréquence angulaire des oscillations (le nombre d'oscillations en 27 
secondes) sera en vertu de (19.3) 


le 
& = J 5. (19.7) 


42 — 10 657 


ou 


C 
@O = | 
m 


ici 7 = 2 , masse du poids suspendu. 


£ 
Connaissant la fréquence angulaire, on peut déterminer la période 


des oscillations 
re Don 9e mn (19.8) 
(A) £ c 


Le nombre d'oscillations par seconde, c’est-à-dire la fréquence par 
seconde qu’on exprime en hertz, s’obtient de la formule 


D (19.9) 


Si le poids en oscillations pend au bout d’un ressort se présentant 
comme une barre de longueur / et de rigidité en traction de la section 
transversale EF, la rigidité de ce ressort sera 


EF 
C= —, 
l 

et la fréquence propre des oscillations se déterminera, en vertu de (19.7), 
de la formule 

£ EF, 

ele mll= (19.10) 

ds1 ol 

Vu que — = »7, on peut écrire: 


C EF 
& = IE = Va. (19.11) 
nm ml 


Des formules (19.10) et (19.11) il s'ensuit que pour une masse constante 
la fréquence des oscillations propres du système croit avec l'augmentation 
de la rigidité et, pour une rigidité constante, diminue avec l'augmentation 
de la masse. Le rapport des fréquences des oscillations propres des poids 
attachés aux extrémités de deux barres différentes est inversement propor- 
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tionnel à la racine carrée du rapport des allongements statiques de ces 
barres. 

Un système oscillatoire fait d’un disque massif fixé sur l'extrémité 
inférieure d’un arbre encastré à son extrémité supérieure (fig. 319) peut 
également servir d'exemple d’un système à un degré de liberté. A supposer 
qu'on applique au disque, dans son propre plan, un couple de forces 
qu’on enlève ensuite subitement, on va assister à l’apparition des oscillations 
propres de torsion dans le système arbre-disque. 
Désignons par c la rigidité en torsion de l'arbre 
(le moment de torsion qui provoque le vrillage 
de l'arbre d’un radian): 


GJ, : Grd 
CL 32 


où G est le module d'élasticité en cisaillement; 
d, dianètre de l'arbre; /, longueur de l'arbre. 

Nous servant du principe de D’Alambert 
(on néglige l’inertie de la masse de la barre) et 
après avoir égalé le moment de torsion ce 
qu'éprouve la barre lors de sa torsion d’un angle 
o au moment créé par les forces d’inertie de la 
masse du disque, nous obtiendrons l'équation 


: (19.12) 


€ — 


différentielle des oscillations de torsion du disque: FIG. 319 
d? 
JT —— + cp = 0, 19.13 
ds + (19.13) 


J étant le moment d'inertie du disque par rapport à l’axe de la barre, cet 


axe étant perpendiculaire au plan du disque. 
Pour un disque d'épaisseur constante # fabriqué en un matériau au 
poids spécifique > nous aurons 
x Dh} D* 
pere (19.14) 
32g 8g 


D étant le diamètre du disque; ©, son poids. 
Pour un disque d'épaisseur variable /Æ(p) 


PE 
= (10) ypdp. (19.15) 


Introduisant la notation 
(19.16) 
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mettons l'équation (19.13) sous la forme suivante 


d? 
— + op = 0. (19.17) 


La solution générale de cette équation sera 
p = À cos ot + Bsin wf. (19.18) 
La période des oscillations du système en question est 


2n V2 
T=—=2r || —. (19.19) 
142) C 


Pour une barre de diamètre constant d nous aurons, compte tenu de (19.12) 


321J 
T=27x || — (19.20) 


1 1 ]/rGa 
pe (19.21) 


Le tableau 42 donne les fréquences propres des oscillations des systè- 
mes à un degré de liberté. 


$ 103. Oscillations forcées provoquées 
dans des systèmes à un degré de liberté 
par une excitation harmonique 


L'équation des oscillations forcées d’un système à un degré de liberté 
(fig. 318) s'obtient de (19.2) si l’on y tient compte, en plus des forces 


d'inertie — x et des forces d'élasticité agissant sur le poids Q, de l'influence 


£ 
de la force perturbatrice périodique P cos pt: 


Li + cx = P cos pt. (19.22) 


Introduisant les désignations 


= c; (19.23) 


= 4 (19.24) 


où P est la fréquence angulaire de la force perturbatrice, ramenons l'équa- 
tion (19.22) à la forme suivante 


X + @ÙX = q cos pt. (19.25) 


Si p est insignifiant par rapport à w, on peut négliger le terme + tout en 
supposant que seule une déformation statique a lieu; sa valeur maximale est 


q 


Xst = ve 
c>° 


(19.26) 


Pour déterminer la déformation dynamique il faut résoudre l'équation 
(19.25). La solution de l'équation (19.25) s'exprimera par la somme de la 
solution générale de l'équation homogène (pour g cos pt = 0) 


x = À cos of + Bsin ot (19.27) 
et de la solution particulière de l'équation (19.25) 
x = C:cospt. (19.28) 
Mettant (19.28) dans (19.25), trouvons 


C2, (19.29) 


co — pi 


La solution générale de l'équation (19.25) sera alors 


x = À cos ot + B sin œt + Et cos pt. (19.30) 
of — p? 


… Les deux premiers termes du deuxième membre de (19.30) caracté- 
risent les oscillations libres qui d'ordinaire s’amortissent; le troisième 
caractérise les oscillations forcées persistantes à fréquence angulaire p 


co? — pt? : 
L’amplitude des oscillations forcées dépend sensiblement du rapport 
entre la fréquence propre « et la fréquence forcée p des oscillations et 
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27 
période 7, = — ou fréquence f = _ Hz | et amplitude C = 
D 


peut être caractérisée par le soi-disant facteur de croissance des oscillations 
ou coefficient d'amplification dynamique 


C «wi 1 
SE (19.31) 
Va  @°—p? Où  o°— pi ; p° 
œ° 
ou 
1 
BP= ——, (19.32) 
T? 
1== 
1 
avec 
27 27 
T; = — n T = Te 
P (6) 


De (19.31) il s'ensuit que si le rapport Pet petit, B—1 et C— x... 
A) 


Lorsque la fréquence des oscillations forcées p — w, c’est-à-dire REA 1, 
A) 


C — ©. Quand p = ©, c'est l'état de résonance qui se réalise. La fréquence 
correspondante de la force perturbatrice 
p = p..S’appelle alors critique. La courbe 


de dépendance |8| = f [5 montrée 
o 


sur la fig. 320 représente ce qu’on appelle 
la courbe de l'amplitude de résonance ou 
( encore Ja caractéristique  amplitude- 
fréquence et permet d’analyser le compor- 
0 Î tement du système oscillatoire en fonction 
du rapport entre la fréquence des oscilla- 
FIG. 320 tions libres « et celle des oscillations 
forcées p. 


8 


Ets 


8 104. Oscillations libres 

des systèmes à un degré de liberté 
dans le cas d’une résistance 
proportionnelle à la vitesse 


Compte tenu d’une résistance proportionnelle à la vitesse du mouvement 
d’un poids en oscillations, l’équation des oscillations libres d’un système 
à un degré de liberté (fig. 321, a) s'obtient de l'examen des conditions de 
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l'équilibre dynamique du dit poids: 
Q——Xx — ax =Q+ex, 
£ 
ou 
x + 2nx + ox = 0, 


« étant le coefficient de proportionnalité; «x, force de résistance. 
Dans l'équation (19.33) 


Introduisons la désignation 
©? = OO — n?. 
La solution de l'équation (19.33) sera 
x = e”n(4 sin &,f + B cos œit), 


avec e = 2,718. 
La période des oscillations amorties du système considéré est 


2x 27 
PR, 


(19.33) 


(19.34) 


(19.35) 


(19.36) 


(19.37) 


où nu est le coefficient caractérisant la capacité d'amortissement du système 
oscillatoire. De (19.36) il s'ensuit que vu le facteur e”# l’amplitude des 
oscillations décroît avec le temps, les oscillations s’amortissent. Les constan- 
tes d'intégration À et B dans la solution (19.36) se déterminent à partir 


des conditions initiales. En posant donc que pour f = 0, x = x,: x = %xo 


on obtient 


ee 
B = x0, ÀA—= — (xo + nxo). 
OUT 


Dans ce cas, la solution de (19.36) peut être mise sous la forme suivante 


Xo . nm. 
x=e-nt Ê Sin Of + X0 (es uv + Esin ont || ‘ 
o 


O1 1 


(19.38) 
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Dans le cas particulier où À = 0, c’est-à-dire quand 
Xo _ nXo 
O7 LOT ï 
l'équation (19.38) prend la forme suivante 
X = xye —"f COS &if. 
La fig. 321,b en donne une représentation graphique. La diminution de 


l’amplitude suit une progression géométrique. En effet, pour 1 = 0; 
t= T;1=:27T, etc., les amplitudes sont respectivement les valeurs suivantes: 


dy = Xoy M—=xe-nT; a = xS°?nT, etc. 


FIG. 321 


de Jà 


ns here Te. (19.39) 
ak1 


est grandeur Ô portant le nom de décrément logarithmique des oscillations 
La généralement considérée comme la caractéristique principale d’amortis- 
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sement des oscillations ou la caractéristique des propriétés amortissantes 
d’un système oscillatoire *). 


8 105. Oscillations forcées des systèmes 
à un degré de liberté dans le cas 
d’une résistance proportionnelle 

à la vitesse 


Conformément aux indications des paragraphes précédents, l'équation 
différentielle des oscillations forcées d’un système qui subit l’action d’une 
force perturbatrice extérieure P sin pt (fig. 321, a) peut être mise sous sa 
forme définitive suivante: 


X + 2ux + @°x = gsinpt, (19.40) 
où, comme auparavant, 
cg Pg 
=: q—=—. (19.41) 
Q Q 


La solution générale de l'équation (19.40) s’exprimera par la somme de 
la solution de l'équation homogène (19.33) 


x = e-nt(A sin ©, + Bcos ot), 


où &, = | ©? — n°, ainsi que de la solution particulière de l'équation (19.40) 


x = Ksinpt + Locospt. (19.42) 
Mettant (19.42) dans (19.40), nous aurons 
2 _ n? 
es: D (19.43) 
(co? ne p*°}* + 4p°n? (wo! — p°} + 4p'n? 


La solution générale de l'équation (19.40) aura alors la forme suivante 
x = e-nt(4 sin of + Bcos of) — 
(19.44) 
2pqn q(o* — p°) 


— + ————— —— sin pt. 
@=p}+dpn CP à Gp} + dpi SP 


*) Les méthodes de détermination des caractéristiques d'amortissement des systèmes 
ofillatoires ainsi que les données concernant les propriétés amortissantes des matériaux 
de construction sont exposées dans l'ouvrage de Pissarenko G., Yakovlev A., Matvéev 
V.: «Propriétés d'amortissement des vibrations des matériaux de construction», 
Aide-mémoire, Ed. «Haoukova doumka», Kiev, 1971. 
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Comme les oscillations libres caractérisées par le terme contenant 
le facteur e-"n1t s’amortissent avec le temps, les oscillations forcées du sys- 
tème, pour des oscillations persistantes, seront caractérisées par les deux 
derniers termes du deuxième membre de la solution (19.44), ces termes 
étant proportionnels à g. La période des oscillations entretenues sera 


2x 
T; = — ; 
P 
Si l’on introduit les substitutions suivantes: 
2qpn 
_— = Ysinx; 19.45 
(co? — p°}t + 4p°r* : | 
«w? — n3 

UC DR (19.46) 


(@® — p?}! + apr 

la solution pour des oscillations forcées peut prendre la formule suivante 

x = JA(cos x sin pt — sin « cos pt) — À sin(pt — x), (19.47) 

où l'amplitude À et l'angle de décalage des phases x s’obtiendront, en 
vertu de (19.45) et (19.46), respectivement des formules: 


A = - EE (19.48) 
Co? — p?}3 + dpi 


(BA ———<;: (19.49) 


e.,s e. LA Li L14 [1 e T 
Pour & >p l’angle « sera positif et inférieur à 5? c'est-à-dire, 0 <x < =. 
L14 L] LI e 
Pour © < pnous aurons 5 <a<nr, autrement dit, les oscillations 


14 
forcées sont déphasées par rapport à la force perturbatrice de plus de + 


Pour p = w, tga = co, en d’autres termes, le système oscillatoire occupe 
sa position médiane au moment où la force perturbatrice atteint sa valeur 


maximum. 
Vu que 


q= —,; = (19.50) 
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trouvons 


= dses (19.51) 


ici d., est la déformation du ressort au moment où la force perturbatrice 
atteint sa valeur amplitudinale. 


Compte tenu de (19.51), l'équation de l'amplitude des oscillations 
forcées A (19.48) peut être mise sous la forme 


Ô Ô 
QT + (19:52) 


RTE Tr 


2n 
où y — — est un coefficient qui dépend de la capacité amortissante du 
oO) 
système oscillatoire. 
Pour 7, > T, A — à.,; pour T; + T, À — oo. 


Le coefficient de croissance de l’amplitude B est dans le cas examiné 
égal à 


ou, compte tenu de (19.52), 


CNE a + pi 
Le 
PT 


He (19.53) 
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Les courbes de résonance amplitudinale 8 = f, [£ pour différentes 
o 


valeurs de y sont données sur la fig. 322, la fig. 323 montre la courbe 


traduisant la dépendance x = f, | 2. L 
Co 


8 106. Vitesse critique 
de rotation d'une tige 


On appelle critique le nombre de tours pour lequel les tiges en rotation 
passent dans un état de résonance, se font dynamiquement instables ct 
deviennent le foyer d’oscillations inadmissibles. On peut montrer que ce 
nombre coïncide avec celui de tours par seconde correspondant à la fré- 
quence propre des oscillations d’une tige. 

Examinons la rotation d’un disque installé sur une tige (fig. 324, a). 
Le centre de gravité C du disque est pratiquement toujours décalé par 
rapport à l'axe de rotation d'une certaine valeur e. La force centrifuge 
que supporte la tige quand un disque de poids Q se trouve en rotation 
avec une vitesse angulaire p sera 


F= L pa + e), 
& 


NN LV NY 


FIG. 324 


w étant la flèche de la tige en l'endroit où elle supporte le disque. 
La réaction de la tige en l'endroit où est appliquée la force T est 


égale à 
P = cvw, 
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c étant sa rigidité en flexion. Dans le cas d’une section constante de rigi- 
dité EJ et si le disque se trouve au milieu d’une tige aux appuis articulés, 
48EJ 
Sn 
De la condition d'équilibre il s'ensuit que P = T. Substituant à T 
et P leurs expressions, trouvons: 


C 


Q (w +e)p?= cw 
£ 


ou 
e 
CR (19.54) 
est 
p? © 


Vu que la fréquence propre des oscillations transversales de la tige 


D — —, (19.55) 


W= ——— , (19.56) 


De (19.56) découle que la vitesse critique, lorsque w —> oo, sera 


P,=0=— l ni | (19.57) 


Pour p., > © le centre de gravité du disque se situe entre la ligne reliant 
les appuis et l’axe incurvé de la tige (fig. 324, b). L’équation pour la déter- 
mination de la flèche s’écrira alors comme suit: 


g (w — e)p° = cw, 
g 
d'où 
e e 
— re (19.58) 
ee se 
p'Q p° 
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De (19.58) il s'ensuit qu'avec l'augmentation de p la flèche w — e, autre- 
ment dit, pour des vitesses très grandes le centre de gravité du disque 
atteint la ligne reliant les appuis, et la tige incurvéc tourne autour du 
centre de gravité C du disque. 


&8 107. Oscillations libres 
des systèmes élastiques 
à plusieurs degrés de liberté 


Lors de l'examen des oscillations des systèmes élastiques à plusieurs degrés 
de liberté, les équations différentielles de mouvement peuvent, dans la 
plupart des cas, s’obtenir comme dans le cas d'un système à un degré 
de liberté en se servant du principe de D'Alambert. Considérons par 
exemple, le système à deux degrés de liberté (fig. 325, a) fait de deux masses 


nt  pmEmwm— 
CUT Cultus) “mé. 
a & C 

FIG. 325 


m, et mm, et deux ressorts à rigidités c, ct c.. Supposons que les masses 
ne peuvent se déplacer, en l'absence de frottement, que dans une direction 
horizontale le long de l’axe x. Désignons par x; et x: les déplacements 
des masses #1, et 77, respectivement. On aura alors que la masse 77, 
subit l'action des forces de traction des ressorts — ex, et c:(xe — x), 
ainsi que celle de la force d'inertie — »7,X,. L’équation de mouvement 
de la masse 1, sera 


— Xi + Ge — x31) — mX, = 0, 
ou 
MX + CiX1 — Ca(x2 + X1) = (. (19.59) 


La fig. 325,b montre le schéma des forces agissant sur la masse i dans 
le cas le plus général. 

En plus de la force d'inertie, la masse 7, ne subit que l’action de la 
force de traction du deuxième ressort — c:(x: — x.) et l’équation de son 
mouvement sera 


NX + CÂXa — X1) = 0. (19.60) 


On aurait pu obtenir les équations de mouvement (19.59) et (19.60) 
d'une façon quelque peu différente. Effectivement, on peut supposer qu'on 
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a affaire à deux ressorts reliés entre eux (fig. 325, c) qui subissent l'action 
des forces d’inertie — »1%, et — #7X, appliquées aux points Z et 2.Le 
premier ressort sera alors sollicité par une force — »1,%, — n,X2 tandis 
que le second par une force — m.%,. Dans ce cas, le déplacement de la 
première masse équivaudra à l’allongement du premier ressort: 


— NX — Mas 
N= ————— ; 
Lt 


tandis que le déplacement de la seconde masse 


MX — NX —Me%s Ne 
Na = = —————— — ——, 
C2 C1 C2 


Transformant ces dernières équations, nous aurons un système d'équations 
différentielles équivalentes à (19.59) et (19.60): 


Xi10C1 + MX + Na = 0, (19.61) 
XaC1Ce + CINN1 + Mae) + Cia = 0. (19.62) 


Le procédé le plus général d'établissement des équations différen- 
tielles est celui, connu de la mécanique rationnelle, qui est fondé sur l'uti- 
lisation des équations de Lagrange de seconde espèce ayant, en l'absence 
des forces de résistance et des forces perturbatrices extérieures, la forme 
suivante 


Res —- (19.63) 


G=1,2,3,...,u), 


où T'et U sont respectivement les énergies cinétique et potentielle du 
système. 
Eu égard au système que montre la fig. 325, a, on aura 


2 


NnÂT mais 


— 1 
RS 


2 2 


CiXr CXa — X 2 
U — 1 n A ( Y2 1) 
2 2 
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OT 0T OT oT 


3, = Mi; ET = Ne; ax, = 0; de = 0; 
d (OT __«. d (OT) 
PAL | ms C2) Tree 
oU oU 
— = Cl — Cfa — M), — = Cora — M). 
0x 0x2 


L'équation (19.63) s'écrira 


MX + Ci — CfXe — X) = k (19.64) 


NXa + CÂXe — Xi) = 0. 


Les équations obtenues des équations de Lagrange se sont avérées absolu- 
ment identiques à celles obtenues à partir du principe de D'Alambert. 
Cette coïncidence reste toujours en vigueur. 

. Nous chercherons la solution des équations (19.64) dans la forme 
suivante 


x, = À sin(or + a); L (19.65) 


Xa = À sin(or + à), 


où /,,/,, © et «x sont des constantes qui doivent être choisies de façon 
à satisfaire aux équations (19.64). Mettant les solutions (19.65) dans les 
équations (19.64), nous aurons 


AC + Co — Mn) — ca = s 


19.66 

LEZ À10a + À: (Ca — N1:C0°) = 0. ( ) 
Dans ces équations /,, À, et w sont des inconnues. La fréquence «© s'ob- 
tiendra de (19.66) si l’on y pose 2,40 et À, & 0. Ces conditions nese 
réalisent que lorsque le déterminant du système homogène par rapport 
à À, et À sera nul: 


+Ca— nn? —0C 


— Ca Ca — Ie0° 
ou 
CG + Ce Ce C1Ca 
pe 


mt Me MMe 
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lac c I fc 2 
= 7 (° +#)+ (+ ie 
2 M Ma 4 Mi Ma Miltla 
Deux fréquences propres correspondantes peuvent être déterminées d’une 
façon identique 


1 fo+C@ © 1fCT0C C2 Cia 
ah = || — ele re eee 
2 A la 4 m nn IAA 
| I QT Ce + Le È late EE Ca Ÿ? GC 
O3 = |] — —- —| — —. 
2 ni ne A ss Mills 


Conformément à (19.67) un processus oscillatoire à deux fréquences 
peut s’écrire comme suit: 


M = An Sin(oit + 3) + ie SiN(@st + 2); 
Xe = À SIN(Ot + %3) + 25e SIN(Osf + A2). 


(19.67) 


(19.68) 


Le premier indice accompagnant 2 montre le numéro de la coordonnée 
et le second, le numéro du terme dans la ligne ou le numéro de la fréquence. 
De (19.66) nous aurons 


: 2 C1 F Cs — Mn) | 
DR à 
Ân C2 
; 22 Ca 
e2 = = — , 
le C2 — M0; 


Les équations (19.68) peuvent alors s'écrire comme suit: 


Xi = un Sin(@it + à) + lie SiN(@t + 2); L (19.69) 


Xo = Yay/n SIN(O + à) + 23/12 SIN(Oef + 2). 
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Les valeurs de À,1, A5», @1 et «a se déterminent des conditions initiales. 
Ainsi, en posant { = 0 
x(0) = 0; x(0) = 0; 
X1(0) = 0; (0) = ©, 
de (19.69) nous aurons 
À Sin &y + je Sin &3 = 0; 
Jaidu SiD @1 + Ye3/29 SIN A? = D; 
À11@1 COS & + 11202 COS Ga = 0; 
Ya141101 COS A + Y2241902 COS Ha = Vo. 
Comme ©, 2, Zn et X22 Sont connus, on obtient 


Do 1 lo | 
== 0, = —°———— ; ln= —: ——. 

O1 Xn — Jan O3 {san 
Choisissant les conditions initiales de telle façon que 4,, s’annule, nous 
obtiendrons les oscillations à une fréquence décrites par un seul harmo- 
nique 

11 = Au sin (o,t + &); 

Kai = Yu Sin (@if + a). 


Les oscillations décrites par un harmonique sont dites premières oscilla- 
tions normales. 

Il est évident que pour des conditions qui vérifient ,, = 0, les oscilla- 
tions se produiront d'après la seconde forme. Les secondes oscillations 
normales seront décrites par les formules 


Xe = je Sin(@sf + &); 
Xaa — Yaslie sin(o;t + As). 


Le nombre de formes normales des oscillations et celui de fréquences 
propres coïncident avec le nombre de degrés de liberté du système oscilla- 
toire. 

Le tableau 42 offre les fréquences propres des oscillations des systèmes 
à deux degrés de liberté. 

Les tiges élastiques coiffées de disques (fig. 326, a) constituent les 
systèmes oscillatoires à plusieurs degrés de liberté les plus typiques. Exa- 
minons les oscillations de torsion d’une telle tige. 

Soit J,, Ja, Js,...,J, les moments d'inertie des masses des disques 
par rapport à l'axe de la tige; 91, Pa, Ps, Par... Pn, angles de rotation des 
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disques en oscillations; ©, Ce, Cas... Cm rigidités en torsion des parties 
différentes de la tige: 
GJ, 


CE 


li 


où J, — moment d'inertie polaire de l’aire d’une section de la tige; /, — 
longueur du tronçon correspondant. 


Les valeurs des moments de torsion qui apparaissent lors de la rotation 
réciproque des disques dans les sections des tronçons différents de la tige 
seront respectivement ci(p1 — @2); C2Pa — 92), etc. (fig. 326, b). Les 
énergies cinétique et potentielle d’un système à # degrés de liberté (si 
l’on néglige le moment d'inertie de masse de la tige en rotation par com- 
paraison avec les moments d'inertie des disques) peuvent être mises sous 
la forme 


(19.70) 


où 
Mai = Coi — Pi). 


Mettant (19.70) dans les équations de Lagrange (19.63), nous obtien- 
drons un système des équations différentielles décrivant les oscillations 
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de torsion libres d’une tige à #7 degrés de liberté: 
Jigi + Cp — P2) = 0; 
Jege + CPa — Ps) — CP1 — 92) = 0; 
Jsga ME C(Ps = Pa) ju C(P2 = Ps) — 0; (19.71) 
Than + Cn-UPn — Pn)— Cn-NPn-2 — Pn-1) = 0; 
JhPn — Cn-\Pn-1 — On = 0. 


Additionnant ces équations, nous aurons 


Jiga + des + 0 + Jin = 0, 
d'où 
Jign + dogs +... + Jin = CONSt, 


autrement dit, en oscillations libres le moment des quantités de mouve- 
ment d’un système autour de l’axe d’une tige reste constant. Généralement, 
en posant nul le moment des quantités de mouvement, on considère 
uniquement le mouvement oscillatoire provoqué par le vrillage de la tige 
en ignorant toute rotation de la tige prise pour un solide. 

Nous chercherons la solution des équations (19.71) dans la forme 


Pi = À COS(@! + à); 
Pa = À COS (O1 + à); 


(19.72) 
Pn = Àn COS (@f + à). 
Mettant (19.72) dans (19.71), nous aurons: 
J,2,0° Tr CA CA Pa À) LE 0; 
J:2,0° + GC en À) Rd Ca(2 on 23) ES 0; 
(19.73) 


John + Cm na — An) = 0. 


Eliminant de ces équations 2,,2,...,2,, nous obtiendrons l'équation 
de fréquence. 
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Ainsi, dans le cas de trois disques (fig. 327) le système des équations 
(19.73) prendra la forme 


J,2,0 TA AC TT 1.) — 12 
J,2:0° + CO Tone 2) Œ Ca on Ja) — 0; (19.74) 
J 2/50? + C (2 = À3) = 0. 
Additionnant ces équations nous aurons 
Ji + Jos + Jsds = 0. (19.74a) 
De la première et de la troisième 
équations du système (19.74) trouvons 


Font C1d2 LE Cal 


3 — 


À Jot— C2 


De (19.75) 


Introduisant (19.75) dans (19.74a), 
nous obtiendrons 


hs 4 _ É this, 
C1Ca CA 


(19.76) pl 
J. + Ji J Pie su 
% nr n ++ + J)=0. 


C2 


FIG. 328 


Résolvant cette équation par rapport à &*?, on peut obtenir deux 
racines @? et w? correspondant aux deux formes principales des oscilla- 


tions. Introduisant ensuite w? et œ? dans l'équation (19.75), nous obtien- 


2 . À ? 
drons les rapports des amplitudes a propres à deux formes 


2 +3 
principales des oscillations pour établir ensuite l’état oscillatoire du sys- 
tème. Les deux formes des oscillations ci-indiquées pour un système oscil- 
latoire à trois masses sont représentées sur la fig. 327 par les diagrammes 
I et IL pour les oscillations à un nœud et deux nœuds respectivement. 


En guise d’un autre exemple d'un système à plusieurs degrés de liberté, 
examinons les oscillations transversales d’une poutre élastique portant 
une série de masses ponctuelles (fig. 328). Dans les endroits où sont appli- 
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quées les masses Ms Masc.s Mn les flèches peuvent être exprimées par 
l'intermédiaire des forces d'inertie dans la forme canonique suivante: 


Wii = — nWôu — NlsWa01e — ….. MW 0 in; 
We = — MWi0n — MeWa0ne — . — MnW' On; (19.77) 
Wh = — Nb 10 h1 — IA 20m — ..— MAaWn0nn 
où (voir $ 69) 
Pos 
MiMk 
Os = dz 
m= 2 EJ 
0 


(les indices ik accompagnant à traduisent les déplacements dans la direc- 
tion i provoqués par une force unitaire agissant dans la direction &); 
M;(), Mi(z) — moments fléchissants créés respectivement par les forces 

unitaires P;, = — my = 1; Pr= — mew = 1. 
Les coefficients à;,£ se déterminent plus facilement par la formule 

de Véréchagine ($ 71): 
N,MË 
EJ 9 


dk = 


où 92 est l'aire du diagramme de M, (ou de sa partie); M£, ordonnée du 
diagramme M4 située en regard du centre de gravité de l'aire du diagram” 


me £2. 
Pour un système à un degré de liberté nous aurons, en vertu de (19.77), 


une équation à une inconnue 

Wi= — MW. 
Cette équation est équivalente à 

mw + cw= 0, 


car 
1 


a 


Pour un système à deux degrés de liberté les fonctions inconnues de 
la flèche w, et w, s'écriront, en vertu de (19.77), comme suit: 


C 


Wii = — MaWi0u — MaWaOs; 
Wa = — NWi10n — MaWa0ss. 


Pour la résolution plus générale des équations (19.77), il convient 
de chercher la fonction pour la flèche dans la forme suivante: 


w, = À, sin (@t + à). (19.78) 


Mettant (19.78) dans (19.77), nous trouverons 
217010? — 1) + Zara + ... + À,m 010 = 
Amôn0? + (mn 2—1)+...+2 2 = 0: 
11021 An 0 3200 ) ni n02nt0 (19.79) 
Ann On + And +... + 2 (Man — 1) = 


En présence des oscillations, l'amplitude 2, ne s'’annule pas si le 
déterminant composé de coefficients accompagnant les termes des équa- 
tions (19.79) est égal à zéro: 


n0n0? — 1 m0: . . .. m0! 
N1102,©0° 302207 — 1, , . M, 02° 
M0 M0 . . . . M Onn D — 1 
Mettant ce déterminant dans une forme plus détaillée, nous aurons 
1 — 0,0? + act — af + ... + (— 1)'a,wo2 = 0, (19.81) 


où a; — coefficients qui accompagnent les puissances différentes de la 


fréquence angulaire «. 
De (19.81) on peut tirer LHREE GS qui donnent les fréquences 


js Das °, o,(@; > O3 D. 
La solution générale du ee des équations (19.79) sera 


Wi = Zn Sin(oit + a) + is sin(ouf + @s) + 
+ An Sin(o,t + a), 


= (0. (19.80) 


ou bien 
W1 = An Sin(oif + @) + A3 Sin(ost + os) + ... + 2,sin(o,f + «,); 
Wa = da Sin(out + @3) + 22 Sin(@st + @2) + ... + d,Sin(@,f + a); 
w, = Am Sin(ost + 1) + À Sin(@t + «) +...+ 2,,sin(@,t + a). 
Dans le cas particulier d’un système à deux degrés de liberté, les 
équations (19.79) et (19.80) auront la forme suivante 


A0 — 1) + Amd = 
21000? + 2(M30220? — 1) = 0 
n11011@? — 1 M0 120? LS 
m0110? Made200? — 1 ; 
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ou bien 
40102 = 612) Mila Es (000 + Ossllle) + 1 — 0. 


Résolvant cette dernière équation, nous obtiendrons les expressions pour 
les fréquences w, et «2: 


1 PR Na + 
QC) = a —————_— DD —— 
u 2011023 — 015) Ma L M 


Na |? nt 
+ Ve + ds — — 40102 — ÔE, — F 
M * ml 


Î Na 
Re | 5 .— 
os [l 2(0,1022 ed 03) M | ds F M 


Ma \2 m 
_ Vu + Os 2} — 4023 — 62) — | L 
nl 7 mm 


6 108. Oscillations longitudinales 
et vibrations de torsion des barres 


Toutes les particules d’une barre en oscillations longitudinales effectuent 
un mouvement parallèle à l’axe. Pour établir l'équation différentielle des 
oscillations longitudinales d’une barre, considérons la condition de l’équi- 
libre dynamique d'un tronçon de la barre de longueur 4z (fig. 329, a) 
délimité par les sections a et b. Désignant par # le déplacement de la 


u 

section a et par «# + re dz celui de la section b, obtenons les efforts 
z 

qui fatiguent les sections a et b[sans perdre de vue que l'allongement 


tatif ….) 
e— — |: 
rela 7 


Ou 
Name - 
Ou 0 [du 
m= Er[ + 2 (a) de |. 


La force d'inertie d'un élément de la barre de longueur d2 sera. nour 
une masse générale de la barre #71 et une longueur /, 


|{ 


ti 


FIG. 329 


Se servant du principe de D’Alambert on peut alors écrire la condition 
d'équilibre dynamique de l'élément de la barre dans la forme suivante: 


Np — N — P;, 
ou 
fi) F m Ou 
EF) — = — — dz. 
Oz | | dr 


En simplifiant par dz et substituant de T à p (densité du matériau), 


l'équation différentielle des oscillations longitudinales d’une barre s'écrira 


tu Ou en 
02 Porn: | 


E 
Introduisant la désignation — = a°?, écrivons l'équation (19.82) 
P 


comme suit: 


— = ® —, (19.83) 
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D'après la méthode de Fourier nous chercherons la solution de 
l'équation (19.33) dans la forme 
u = ZT, (19.84) 


où 
Z=f{\G); T=/{). 


Après avoir dérivé l'équation (19.84) par rapport à z et à s on obtient 
3T 0? 2Z 
trip. (19.85) 
ot? dt3; Oz? dz? 
Mettant (19.85) dans (19.83), nous aurons 
diT d?Z 
a*T 


ou bien 


Egalant, dans cette dernière équation, les membres droit et gauche 
à une même constante &?, nous obtiendrons deux équations ordinaires 


de second degré: 


T 
= = — QT; (19.86) 
dZ 2 
= _ Z. (19.87) 


Les solutions particulières de ces équations seront respectivement 
T = cos ot; sin «of; 
(19.88) 


o . © 
Z'=coS—z; sin — 2z. 
a a 


Pour obtenir la solution générale de l'équation (19.86) constituée 
des solutions particulières (19.88), il faut prendre en considération les 
conditions limites de la barre. Ainsi, si les deux bouts sont libres, on a 


les conditions suivantes: 


Ou du 


L'introduction des solutions (19.88) dans (19.86) et (19.87) nous montre 
© 
que la solution sin — z est à exclure de l'équation (19.87) comme ne 


a 
répondant pas à la première condition (19.89). 
Pour satisfaire à la seconde condition (19.89), il faut que se vérifie 


l'égalité 
oO 

sin — {= 0. (19.90) 
a 


Cette équation de fréquence sera satisfaite pour 
nn) 
— l = ir, 
a 


où i = 1,2,3,... 
La fréquence du ton fondamental des oscillations s'obtiendra pour 


f=1; 
PA | (19.91) 
o = = — — à . 
1 9 n 
La période des oscillations correspondante sera 


27 p 
= — = 21 V£ : (19.92) 
o E 


1 


La forme de ce type d’oscillations est montrée sur la fig. 329, b par 


la courbe I 
(074 4 
Zi = Ci cos — = C;cos 4 © 
a 


La forme du second type des oscillations 


est représentée sur la fig. 329, b (courbe 17). 
Pour la forme à des oscillations l'aspect général de la solution parti- 


culière de l’équation (19.83) sera 


inz inat . inat 
U = COS ra [4 he + B; in) . (19.93) 
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En superposant de telles solutions particulières, on peut représenter 
n'importe quelle oscillation longitudinale d’une barre dans la forme 


> inz “cé irat pa inat (19.94) 
u = COS — ‘ —— : SIN — |, ; 
= 1,23 l ( | I 


où les constantes arbitraires 4, et B, doivent être choisies à partir des 
conditions d'équilibre. 

Ainsi, soit (uw), 0 = f(2); (4), m0 = f\(z) pour 1 —0, de (19.94) 
trouvons alors pour f = 0 


fG) = S Ai cos  : 


i=]1 


1=©0 ;70 inz 


f()= Ÿ, — B;cos — , 
1 ! l 
où, en faisant appel à la méthode de Fourier, trouvons 


Pre! feÿcos © —— 2 de: 


fQ) cos — — 2 dz. 


OL en OL) 


Pour se faire une idée de vibrations de torsion d’une barre (par exemple 
de forme cylindrique) il suffit de tracer une ligne ondulée sur la développée 
de la surface de la barre (fig. 330, a). Désignons par + l'angle de torsion 
d’une section distant de z par rapport à une section immobile et par 


0? 
e + ne dz, l'angle de torsion d'une section ayant pour coordonnée 
Zz 
z + dz (fig. 330, b). L'angle de torsion réciproque d'un élément de longueur 
z sera alors n tandis que les moments de torsion ($ 46) sollicitant 


les sections d’une barre de rigidité en torsion GJ, et délimitant un segment 
élémentaire de cette dernière dz, de sa gauche et droite, seront: 
dp dp , dp | 
Z1: 


GI, — et GJ,| — 
P 9z AE 


Egalant la résultante de ces moments de torsion au moment d'inertie 
2 


: Do ; p : 
cn torsion d’un élément de longueur 4z qui vaut pJ, ET dz, p étant 


la densité du matériau, nous obtiendrons l'équation différentielle des 
vibrations de torsion de la barre 


dp p 
GJ, 92 dz = pJ, ET dz, 
ou, après simplification par J, et dz: 
VE ae (19.95) 
0? Por 


G 
Désignant — par a?, on peut mettre l'équation (19.95) dans la forme 
p 


suivante 
(19.96) 


La solution d'une équation de ce genre a été examinée plus haut pour 
le cas des oscillations longitudinales d’une barre. 

Le tableau 43 montre les équations de fréquence et les formes propres 
des oscillations longitudinales et vibrations de torsion des barres pour 
différentes conditions limites. 


$ 109. Oscillations transversales 
des barres prismatiques 


L'équation différentielle des oscillations transversales d’une barre s'ob- 
tient de l'analyse des conditions d’un équilibre dynamique d’un élément dz 
(fig. 331) prélevé d'une barre appuyée de façon arbitraire. 
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Projetant toutes les forces qui sollicitent cet élément (y compris les 
forces d'inertie en accord avec le principe de D’Alambert) sur l'axe ver- 
tical #, nous aurons 


00 
Oz 
d'où 
0 
Gi = — 0Q ; (19.97) 
Oz 


FIG. 331 


Q étant l'effort tranchant; g; — l'intensité des forces d'inertie de la masse 


d?w ; 
q=pF— (19.98) 


(F, aire de la section transversale; p, densité du matériau; w, déplacement 
transversal; ?, temps). 

Mettant (19.98) dans (19.97), trouvons l'équation du mouvement 
de translation de l'élément de la barre en oscillations 


= — —, (19.99) 


Pour obtenir l'équation du mouvement rotatoire de l'élément de 
la barre dans le plan wz additionnons l'angle de rotation 0 de la section 
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provoquée par la flexion avec l'angle de cisaillement y dû à l’action de 
l'effort tranchant: 


— =0+ 7. (19.100) 


Vu la relation bien connue entre le moment fléchissant Af et l’angle 
de rotation 0 ($ 54) 


M = EJ 19.101 
= FE ( . ) 


ainsi qu'entre l'effort tranchant Q et l'angle de cisaillement > qui, pour 
le système des coordonnées adopté, s'exprime ($ 66) 


Q = — kyFG (19.102) 


(k, facteur dépendant de la forme de la section de la barre), l'expression 
de Q peut, conformément à (19.100)-(19.102), être représentée comme 
suit: 


0w 
Q = — kFG (F — | : (19.103) 


Vu que le moment d'inertie de rotation de la masse de l'élément 
considéré est 


l'équation de mouvement rotatoire de l'élément en question peut, en 
vertu du principe de D’Alambert, s'écrire dans la forme suivante 


O4 0M 10 à 
j Oz re or? . 


ou, après simplification par dz et introduction de (19.101), 


dw 0 0. 
| | 232 an 


Dérivant cette équation par rapport à z, nous aurons 


RE dtw 00 0°0 
| | 0zs “ Oz Or? 


= 0. 9.104 
0z? 9z , 20 
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Mettant (19.103) dans (19.99), nous aurons 


Oz? Oz 


Excluant l'angle 0 de (19.104) et (19.105), nous obtiendrons l'équation 
différentielle des oscillations transversales libres de la barre 


0? d°w 00 
PF —kGF(TE Z} 0. (19.105) 


., On 1+ Ow . Po : p°J dw (19.106) 
321 21] class Ps Go 

Si l'on néglige les forces d'inertie de rotation de l'élément ainsi que 
l'influence de l'effort tranchant sur la flexion, l'équation (19.106) prendra 
la forme suivante 


EE — + pF— = 0. (19.107) 
Zz 


La solution périodique la plus élémentaire de l'équation (19. 107) est 
l'oscillation dite oscillation fondamentale caractérisée par le fait qu'une 
barre en flexion obéit, dans le temps, à une loi harmonique 


w = (2) sin (of + @). (19.108) 


La fonction g(z) qui établit la loi de distribution des écarts maxi- 
maux des points de l’axe de la barre porte le nom de forme de l’oscillation 
principale ou forme propre. 

Pour obtenir les équations des formes propres, mettons (19.108) dans 
(19.107) et, après simplification par sin (of + x), nous aurons 


do 
ds = Ko = 0, (19.109) 
où 
pFo? 
kt = ——— 19.110 
EJ ( ) 


La solution générale de l'équation (19.109) a la forme suivante 
g(z) = 4 cos kz + Bsin kz + Cch kz + Dsh Kz, (19.111) 


ou, exprimée en fonctions de Krylov dont les valeurs sont données dans 
l’Appendice 3, 


p() = CS) + CiT(k2) + CU(K2) + CiV(kz). 
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Ici 4,B,C, D (ou C;, C:, Cas, Ci), constantes d'intégration qui se 
déterminent des conditions de fixation de la barre. Ainsi, pour unc barre 
aux appuis articulés (fig. 332), ces conditions seront: 


pour z=0 9@(0)=0; p’(0)=0 
pour z=/ g(l)=0; p”’(D=0 
Partant de ces conditions, ainsi que de (19.111), nous aurons 
A+C=0; Bsink{+ Dsh&kl—0 
— A+C=0; —Bsink!+ Dshkl=0 


A=C—=D=0, 
B sin £l — 0. 


Mais comme B # 0, il vient que sin #/ = 0. De cette équation de fréquence 
trouvons 


kK,l= ir 


(= 1, 2; 35 a) 
De l'égalité 


o=Rk2 |] = 1|—, (19.112) 


f= == = 1 —. (19.113) 
L'équation des formes propres des oscillations de la barre sera 
.. 4nz 
pi(z) = Bsin a (19.114) 


44—10 559 


La fig. 332 montre les trois premières formes des oscillations pour une 
poutre reposant sur deux appuis. 

Appliquée à la poutre sur deux appuis, la solution de l'équation 
différentielle (19.107) peut s’écrire dans la forme 


ss inz 
w(z, 1) = ÿ, (a; cos ot + b, sin ©;r) sin T° (19.115) 


i=] 


où a; et b, doivent être choisis des conditions initiales (pour f = O0). 


FIG. 332 


Les équations de fréquences et leurs racines, ainsi que les équations 
des formes propres des oscillations transversales des barres pour procédés 
différents de fixation de leurs bouts sont données dans le tableau 44. Les 
racines des équations de fréquence pour des oscillations transversales 
des barres reposant sur des appuis élastiques sont représentées au tableau 45; 
pour celles des barres aux masses ponctuelles, au tableau 46. Le tableau 47 
donne les valeurs de quelques intégrales qu’on rencontre en calcul des 
oscillations transversales des barres. 

Si une barre en oscillations éprouve l’action d’une force longitudinale 
de compression NW, l'équation différentielle de la déformée a la forme 
suivante 


ET" MON 
— = M(z) — Nw. 
dz? 
Après avoir dérivé deux fois cette équation et en se rapportant au prin- 
3A 2w 
ci de D'’Alambert selon lequel —— = — pF— nous obtien- 
pe eq 43 p dr? 


drons l'équation différentielle des oscillations transversales libres de la 
barre 
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La forme propre des oscillations est donnée, dans ce cas, par l'expression 
g(z) = À cos k,z + BsinKk,z + Cchk,z + Dshk:z, 


TPE 


ae 


Ej 


où 


La valeur de k se détermine de la formule (19.110). 
Le tableau 48 donne les expressions pour les fréquences propres des 
oscillations transversales des barres sollicitées par des forces longitudinales. 


8 110. Loi de conservation de l’énergie 
pour des oscillations 


Du principe de conservation de l'énergie en oscillations il s'ensuit que 
la somme des énergies cinétique et potentielle d’un système mécanique 
oscillatoire reste, à tout moment, constante (les pertes 
d'énergie sont à négliger), c'est-à-dire 
T + U = const. (19.116) 
En particulier, l'équation (19.116) appliquée à un 
système à un degré de liberté (fig. 333), pour lequel 


Fr +: — 


prend la forme suivante: Q 


Q ; cxi 
— x + — = const, (19.117) 
2g 2 | FIG. 333 


c étant la rigidité du ressort. 
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. La partie droite de l'équation (19.117) dépend des conditions initiales. 
Si, par exemple, pour 1 = 0, le déplacement (x), = xo, tandis que la 
vitesse initiale (x), . 0 == xo — 0, nous aurons 


, (19.118) 


autrement dit, lors des oscillations la somme des énergies cinétique et 
potentielle reste égale à l'énergie initiale de déformation du ressort 
étendu de x. 

L'analyse de l'équation (19.118) montre qu’au moment où le poids 
en oscillations se trouve dans une position médiane (x = 0), l'énergie 
du système est déterminée par l'énergie cinétique 


(19.119) 


L’équation (19.119) peut être utilisée pour la détermination de la 
fréquence des oscillations. Effectivement, posant 


X = XoCOS Of;  Xmax = X00, 


et après avoir introduit les valeurs de x et x,., dans (19.119), nous 
aurons 


2g FA e 
de là 
= + 
Q 
et 
PA ee | PE (19.120) 
Q Ôs: 


ce qui coïncide avec la formule (19.3) établie plus haut. 

A remarquer qu'il est aisé d’obtenir l’équation différentielle de mou- 
vement d’un poids en oscillations à partir de l’équation (19.117) qui traduit 
la loi de conservation de l'énergie pour des oscillations. Il suffit pour 
cela de dériver l'équation (19.117) par rapport au temps # et d'effectuer 
les simplifications correspondantes. 
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$ 111. Quelques méthodes approximatives 
de détermination des fréquences propres 
des oscillations des systèmes élastiques 


Procédé de Rayÿleigh. La fréquence des oscillations se détermine de l’exa- 
men de la balance d'énergie du système avec certaines hypothèses quant 
à la déformation d’un système oscillatoire élastique. En particulier, pour 
prendre en ligne de compte la masse d’un ressort dans le système à un 
degré de liberté (fig. 333) on fait les suppositions suivantes: la masse du 
ressort est insignifiante par comparaison avec la masse du point suspendu Q:; 
la forme des oscillations ne dépend pas de façon sensible de la masse du 
ressort; on admet, avec une précision suffisante, que le déplacement de 
n'importe quelle section transversale à une distance »# à partir de l’extré- 
mité fixée est le même que si le ressort était impondérable (égal à 


étant la longueur du ressort). 


Si le poids de l'unité de longueur du ressort est g, l'énergie cinétique 
d’un élément du ressort de longueur dy sera 


q {un dx)? 
dT,= ——|— - —| dy, 
: = (: <) 4 


et l'énergie cinétique totale de tout le ressort s’exprimera par l'intégrale 
l 
ny dx)? 1 {dx \?ql 
1-5 F + dy = — _ Le 
2g {1 dt 2g | dt} 3 
0 


Il convient d’additionner cette valeur de l'énergie cinétique du ressort 
avec l'énergie cinétique du poids 


Q (dx)? 
nest 
2g \ dt 


L'énergie cinétique totale sera alors 


Thin (5) (e+) 
CT 2 à 3 ]' 


L'expression pour l'énergie potentielle reste la même: 


cx? 
U= —. 
2 
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La condition de conservation de l'énergie dans un système en oscillations 
peut alors s'écrire 


1 {dx}? al cx CxS 
"2g 2) Q Li 5) 2 2 
2g \ dt 3 2 2 


Comparant cette équation avec (19.118), on constate que pour prendre 
en considération l'influence de la masse du ressort sur la fréquence des 
oscillations propres, il faut ajouter au poids de la charge le tiers du poids 
du ressort. Ainsi, la fréquence angulaire se détermine de la formule 


Nes | 1 ER (19.121) 
ql 
Q 


Examinons les oscillations d’une charge située au milieu d’une poutre 
(fig. 334). Conformément à la méthode de Rayleigh, nous supposerons 
que le poids de la poutre gl est petit par comparaison avec la charge Q 
et que la courbe décrite par la flèche de la poutre en oscillations a la même 
forme que la courbe décrite par une flèche statique. Désignant par f le 


FIG. 334 


déplacement de la charge Q lors des oscillations, on obtient l’expression 
pour le déplacement transversal d’un élément quelconque de la barre, 
de longueur dz et de poids qgdz, se trouvant à une distance z de l'appui 
(page 365): 


3212 — 423 
W=f ———, (19.122) 
PB 
L'énergie cinétique de la poutre est 
c' df 3zl? — 42° I(d 
= 2 7 2 
T2 À (TE +) PARSLURE LT LA 

2g dt [es 35 2g | dt 

0 
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L'énergie cinétique de la charge 


( 2 
24). 
2g | dt 
L'énergie cinétique totale du système sera 
17 
Q + 35 gl 
PTT, (5 É (19.123) 
2g dt 


Nous servant de l'expression connue pour l'énergie potentielle de 
déformation en flexion 


={ M°dz 
_ ) 2EJ ? 
0 
et compte tenu de ce que 
d'w 
M = EJ — , 
dz° 
où, pour le cas considéré, conformément à (19.122), 
d'w : 24 f- 
da TR 
nous aurons: , 
72 
EJ [24 }? 24EJ 
u-2\—  # dz = P f*. 


La condition de conservation de l'énergie pour des oscillations prendra 
alors la forme suivante 


17 
C3 op er 
Ti || 1 —__— f— | 
+ 2% | | F f*= const 


Dérivant cette dernière équation par rapport au temps ?, nous obtiendrons 
après simplifications 


d'f _ 48EJ £ 
ap y  f=0, (19.124) 
— ql 
Q + 35 4 
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ou, en introduisant la notion de flèche réduite 6, sq, 


S&g = |, (19.125) 
48EJ 


on peut mettre l'équation différentielle des oscillations d’une charge 
située sur une poutre, prenant en considération la masse de cette dernière 
(19.124), dans sa forme définitive suivante 

df , #& 

a f= 0. 

di® d,6a 
De là et conformément à (19.120) on obtient la fréquence angulaire des 
oscillations de la charge 


—_—_—… 


= 1% 


réa 


De (19.125), il découle que pour tenir compte de la masse d'une 
poutre lors de la détermination de la fréquence des oscillations propres 
d’une charge située au milieu de cette poutre, il suffit d’ajouter au poids 


17 17 / 
de cette charge 35 = 0,483 du poids de la poutre. La grandeur — q — 


35 £ 
est dite m1asse réduite de la poutre. 

Utilisons la méthode de Rayleigh pour déterminer la fréquence des 
oscillations transversales d’une barre aux masses ponctuelles (fig. 328). 
On suppose que dans ce cas l'énergie cinétique du système n’est déterminée 
que par le mouvement de translation des masses, tandis que l'énergie 
potentielle ne dépend que de la flexion de la barre. En admettant que 
toutes les masses oscillent avec une même fréquence et que leurs phases 
coincident, nous pouvons décrire le déplacement dans le temps de la section 
d’une poutre ayant pour abscisse z à l’aide d’une loi sinusoïdale 


o(z, 1) = w(z) sin(or + à), 


où w(z) est une fonction décrivant la forme des oscillations. 
La vitesse de déplacement de l’axe de la poutre sera 


(19.126) 


dy(z,t) 
v(z,1) = E? = Ow(z) cos (or + à), Pmax = WW(Z). 
La valeur maximale de l'énergie cinétique de 7 masses est égale à 
Le — 
T=— ) mu ui, (19.127) 
ER | 
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où w; est la valeur amplitudinale de Ia flèche en l'endroit où se trouve 
une masse ponctuelle i. 


L'énergie potentielle maximale de déformation de la poutre est 


d'w(z))2 
U = — ( n (TE) dz. (19.128) 
dz3 


Egalant les seconds membres des équations (19.127) et (19.128) et 
résolvant l'équation obtenue par rapport à «?, nous aurons 


(19.129) 


Dans le cas d’une masse distribuée de façon ininterrompue, la formule 
de Rayleigh pour une détermination approximative du carré de la fré- 
quence angulaire (19.129) prend la forme suivante 


(19.130) 
LU 
mw*dz, 
0 


avec 


Fy 
Mm—= —: 


Si la forme réelle des oscillations w(z) est connue, la formule (19.129) 
donne la valeur précise de la fréquence. Généralement, la fonction de 
la flèche w(z) n'est pas connue en avance et, conformément à la méthode 
de Rayleigh, il faut la fixer. 

Procédé de Ritz. Il représente un développement ultérieur du procédé 
de Rayleigh. Dans l’équation de la déformée d’un système en oscillations 
on introduit certains paramètres dont les valeurs se choisissent de façon 


697 


à rendre minimale la fréquence du ton fondamental. Ainsi, pour des 
oscillations transversales d'une barre la fonction de la flèche se met à 
la forme d’une série 


W(2) = av(z) + aw(z) + ..., (19.131) 
dont chaque term: doit satisfaire aux conditions limites tandis que les 
coefficients a,,a,,a,,... de la série doivent être choisis de la condition 
de minimisation de la fréquence 

Î 
d'w)2 
(# 7) dz 
dz? 
D (19.132) 
da; 1 
(nds 
0 


l 
Dérivant cette équation et après avoir divisé le résultat par | mwdz, 
0 


nous obtiendrons, compte tenu de (19.130), 


Î 

(le(s) nw? |dz= 0 (19.133) 

da, | a) "IN | Z= V. . 
(4 


On aura autant d'équations qu'il y a de termes dans la série (19.131). 
Le système des équations ainsi obtenu sera homogène par rapport aux 
coefficients @,, @,@s,..., An. 

Annulant le déterminant de ce système, nous obtiendrons l'équation 
de fréquence. Cette méthode permet de trouver non seulement la fréquence 
inférieure des oscillations propres, mais aussi les valeurs des fréquences 
supérieures bien qu’avec une moindre précision. 

Procédé de Boubnov-Galerkine. Utilisons cette méthode pour résoudre, 
par exemple, le problème des oscillations transversales d’une barre de 
section variable. Ces oscillations sont décrites par l'équation différentielle 


sn 977 es (19.134) 
02° | 779 | "on | 
La solution de cette équation s'obtient à l’aide de la substitution 


w = Z(z): T(1) 
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qui permet d'obtenir l'équation différentielle pour la détermination de 
la fonction de la flèche Z{(:): 


d° dZ . 
es EJ(:) al mo°Z = 0. (19.135) 


Conformément au procédé de Boubnov-Galerkine, la courbe réelle de 
la flèche, exprimée par la fonction Z{(z), est remplacée par une certaine 
fonction approximative w(z) qui satisfait aux conditions limites du pro- 
blème. La fonction y(z) doit être orthogonale par rapport à l'opérateur 
différentiel initial. Dans ce but, formons l'intégrale 


l 
d? d'y(z 
3 [#76 L | — MO "@} w(=)dz = 0. (19.136) 
D'où l’on peut obtenir notamment la formuie de Raylcigh 

1 


( EG" ET de 


= —— —. (19.137) 


my°(z) dz. 
0 


Si l’on met w(z) sous la forme d’une série 
y(2) = ay(z) + aya(z) + (19.138) 


et que l’on considère chaque terme w,(z) comme un déplacement virtuel, 
on aura, au lieu de (19.136), une relation traduisant l'égalité à zéro du 


travail virtuel: 
I 


(EG) QI" — moy(:)}vi(e) de = 0. (19.139) 
0 


On obtient donc autant d’égalités qu'il y a de termes dans l'expression 
(19.138) adoptée pour y(2). 

Chacune des équations (19.139) est homogène et contient les coeffi- 
cients inconnus 4,,@,43,... à la première puissance. Annulant le déter- 
minant du système des équations (19.139), nous obtiendrons l'équation 
de fréquence qui offre la fréquence angulaire des oscillations propres. 
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Tableau 42 


Fréquences propres des oscillations des systèmes à un et à deux degrés 
de liberté 


m — masse de la charge; c — rigidité d'un élément élastique; / — longueur 
de la barre; G — module d’élasticité en cisaillement; EF — rigidité en 
traction de la section transversale de la barre; GJ, — rigidité en torsion 
de la section transversale de la barre; EJ — rigidité en flexion de la section 
transversale de la barre 


: Nombre de 
de His sh da 2 Fréquence propre /, Hz 
ibert 


I Gd°_ 
Ù ee 
2x 8nm D? 
n — nombre de spires du ressort 
1 
1 EF 
=] 
2x mi 


Suite 


Schéma du système . Nombre de 
oscillatoire degrés de Fréquence propre f, Hz 
liberté 
= 
1 
G 
= es Gcs 
4} mi 2x mc + C2) 
[= 1] a+ 
22 | m 


6J 


-1] IECEESS + ms) 
2x 


nh'°M: 


NE 


J — moment d'inertie de la masse du 
disque par rapport à l'axe de la barre 
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Suite 


Nombre de 
PEN RES pis Fréquence propre f, Hz 
i 


ARS | CET) 
27 D, J, 


J,, J3 — moments d'inertie des masses 
des disques 


, s- | 3EJ 


2x ml 


co | 3EJ1J 
2r ab n(aJa + bJ;) 
pour J,=J,=7J 


pour J,=J,=J ect a=b= — 
=? || 
ñ ml 
/ 3EJ! 


rnab Ÿ ma(ja + 4b) 
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Suite 


Schéma du système Nombre de! 
oscillatoire ue de | Fréquence propre f, Hz 
= |} 3EJt 
2rab mab 
I 
Î pour a=be= —— 
2 
4 3 
s- +12 
K mi 
M 22 
= | + | 5e 
a  b nb Ÿ m(3a +4b) 
E EL ? 2 | 1747 
2rb n{aJs + bJ,) 


fa = — | 


= — (# + €) ; 


f 


I 
pour J, = J, = J 
rs (RE 
—"—  — 21b m(a + b) 
| 
à 


à ———— 
1” mL me 


Le mis mas 


pour G=Cr:=c et nyn=mmem 


pa= LITE. E 
2x 


2 m 
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“(= } cs | 4 
br 2 , nl 
= 


Schéma du système 


Suite 
oscillatoire 


Fréquence propre f, Hz 


Le Æ : 


2 
Me niima 
2 its, (= Gate ee) 
su + 
PS LS T2 2m mm 
AMC HMEHME Q+c Ca + Ca! c? 
no ‘ AE 2) +4 à 
ns mn Es ms PA . 


Pour G=G=c € mm æ=n 


C 


f\= EL V=<. f, 1] c+2, 
2x m 2x m 


ne A+ SES) 
EE TS 
CH re My 


M + Mathis 
Ms MN Mais Ma 
Pour Gi =€C3=cC et M = Ma = 
= = M 


1 EE 


Suite 


Nombre 
Schéma du système de de- 
oscillatoire grés à Fréquence propre f, Hz 
ibert 


di ES: 
VS ES) 
= V( ate_ a ss À 


Ji J, Ji, 


c, 2 


Ji, J1 — moments d'inertie des masses des 
disques par rapport à l'axe de la tige 
pour QG=0=c tJ, = Ji =J 


pis (+ en lé 
2r 1 2 


1 | | _4 Cala t CC 7 CoCa Ï- 


J, J JS: 


CRD 


G Cs (a . PE Ca + 2) LS | 
T > —-—— | +4 — 
À Ji Ja JiJ3 


Ji, J, — moments d'inertie des masses des 
disques par rapport à l'axe de la tige 
pour G==c € Ji=J;, =7J 


Lopee D |fc+20 
27 À J 2x J 


| fn=— =: n=— 


45 — 10 705 


Schéma du système 
oscillatoire 


| 


ln, 


| 


Le 


Br OCZ, 


Suite 


J, J; J, 


+ V( A RE. Ro er is | 
Ji, Js Ji Ji; 


RE: 
J, J: Ji: J, Ji 
Ji, Jr J1 — moments d'inertie des masses 


des disques par rapport à l'axe de la tige 
POUrT CG = Ca =c ct Ji =J;,=J,= 7J 


me + V2 
2n J 


1 
Lun = L a | Oya + Ons 7 SA 
2n 2611011 — da) mn 


OR ECRE 


Ou — flèche de l'axe de la poutre dans 
une section i due à l'action d’une force 
unitaire appliquée dans la section k 


dix = Oui 


Nombre | 

Schéma du système de de- | 
oscillatoire grés de 
| liberté 


eh | 


Suite 


Fréquence propre /, Hz 


1 l/6FJ d 
Jus = + | ET + 
2x mil 3i$ 


l, — rayon de giration de la charge par 
rapport à son centre de gravité: pour li. 
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Tableau 44 


Equations de fréquence et formes propres des oscillations transversales 
des barres de section constante 


roue de | 
féquenes Si | Forme propre des 
| oscillations 


Schéma de fixation de la Equation de 
barre fréquence 


kil 


oz) = (ch £f — 
FEJ uerrl2| 47230 l-coski) x (Ghkr + 
cos kl.ch KI=T | 3 7,853 + sin kz) — 
4 10,996 — (sh k&/ — sin A7) * 
5 14,137 * (ch kz + cos kz) 
i>3| — (2i- 1) 


(2) = sin kz 


BON — 


: — sin kz) 
i>2 : Qi +1) 


pFEJ 
sink/ = 0 | 
| 
; 4,130 o(z) = (shkl — 
PPEJ 7,853  |-— sin A ou S 
10,996  |— cos kz) —(ch &! — 
COS FERME 14137 [2 cos ki) x (h kr — 


2) = (sh£f + 
; PFEJ I 1,875 +sin 41) “(ch kz — 
2 4,694 — cos kz) — 
coskl-chkl= —1| 3 | 7.855 | (h£i + cos kI) » 
4 10,996 » (sh kz — sin &:) 
L, : 
I 3,927 
| 2 7 069 oz) = (sh KA + 
A  PFEJ Fa 3 10.210 |+sinkl) - (chkz — 
2 t&@kl=thAI ; 4 13,32 [—cos Az) — (ch &l - 
c ee +cos£f) - (shkz - 
i # (ti +1) — sin &z) 
4 


Suite 


: Racines de | 
D 5 ‘équation de ! 
Schéma de fixation de la Equation de en. . Forme propre des 
barre fréquence fréquence) oscillations 
i | kil 
| | 0 
2 3,927 AU nas 
pFEJ : 7,069 + cos &?) > (sh EL: + 
S 


| tg kZ = th£/ +sin kz) — (sh &l — 
A u oo +sin &/) X(chkz + 
l 4 + cos kz) 
f> 1 


(&il)° ES 


+) Les fréquences propres se déterminent de la formulef;, = _ Es 
2r pF 


Eau 
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Tableau 45 


Racines des équations de fréquence des oscillations transversales des barres 
de section constante et aux appuis élastiques * 


de la barre 


Schéma de fixation Courbe pour la détermination 
des coefficients K&/ 


Asymptote| | 
pour Al= 


mptote 


+) Les fréquences propres se déterminent de la formule f= ——- 


KR |[FJ 


114 


Suite 


Courbe pour la détermination 
des coefficients &/ 


Schéma de fixation 
de la barre 
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Tableau 46 
Racines des équations de fréquence des oscillations transversales des barres 
de section constante et aux masses ponctuelles 77 * 


. Courbe pour la détermination 
Schéma de la barre des coefficients 4/ 


, PFEJ m 
Li 
PIeT TIRE 


NE 


/ 7. [= l {01 02 03 04 Q5 as 
f fl / 

re | nr 

=" 


D’ 
*) Les fréquences propres se déterminent de la formule f = ar IE F : 
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Suite 


| Courbe pour la détermination 
Sehéma de la barre | des coefficients &/ 


métrie des 
# 2 HE 


PFET m 


Jymétrie æs 
oscillations 
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Tableau 47 


Valeurs de certaines intégrales pour les calculs des oscillations transversales 
des barres (y,, i — forme propre des oscillations) 


EL 177 
Er joe Rae, i + \ Pi dx + ( pi dx | 1 coirax , ( coj'rux 
do. 0 0 50 
0,5 4,9343 48,705 
0,5 19,739 779,28 
0,5 44,413 3948,1 
0,5 78,955 12468 
0,5 123,37 30440 
1,0359 12,775 518,52 
0,9984 45,977 3797,1 
1,0000 98,920 14619 
1,0000 171,58 39940 
1,0000 264,01 89138 
1 0,6147 0,4996 5,5724 118,80 
2 —0,0586 0,5010 21,451 1250,40 
ns 3 0,2364 0,5000 47,017 5433,0 
Ô 4 —0,0310 0,5000 82,462 15892 
s 0,1464 0,5000 127,79 36998 
A  — 
Î 1,0667 1,8556 8,6299 22,933 
2 0,4252 0,9639 20,176 467,97 
£ 3 0,2549 1,0014 77,763 3808,5 
4 0,1819 1,0000 152,83 14619 
s 0,1415 1,0000 205,52 39940 
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Tableau 48 


Fréquences propres des oscillations transversales des barres de section cons- 
tante sollicitées par des forces longitudinales 


Schéma de la barre | Fréquence propre des oscillations 


pu na 0,562 l EJf,, 5N!) 
f\ = = + TE 

n lot ue 
4  PFE] SR  — 

; 0,562 EJ al 

= > > = _— | + — 
ad en dE à 

PFET 


N 
ae LA Lo 
2 !! | (+ ES] 


CHAPITRE 20 


Résistance des matériaux à l’action 
des contraintes alternantes 


&8 112. Phénomène de la fatigue 
des matériaux 


On appelle fatigue des matériaux (en particulier des métaux) le phénomène 
de destruction qui se manifeste sous l'effet d’application multiple de la 
charge. La capacité du matériau de résister à la destruction sous l’action 
de contraintes alternées et variables est appelée endurance. 

La cassure par fatigue apparaît lorsque l’application de la charge 
se caractérise par une des particularités suivantes: 

1) application multiple d’une sollicitation de même signe, par exemple, 
d’une sollicitation variant périodiquement de zéro à sa valeur maximale 


(fig. 335, a); 
2) application multiple d’une 


ô sollicitation dont la valeur et le signe 
varient périodiquement (sollicitation 
alternée), lorsque le caractère de 


a Ü sépétitionet la variabilité de sollicita- 

6 tion exercent leur influence sur l'endu- 

rance du matériau. On distingue dans 
ce cas une application symétrique 
(4 (fig. 336, b) et une application asymé- 
b trique de la charge (fig. 335, c, d). 

ô Pour que la cassure par fatigue 
puisse se produire, la variabilité des 
contraintes à elle seule n'est pas suffi- 

{ sante. Il faut aussi que ces contraintes 
atteignent une valeur bien déterminée. 
La contrainte maximale à laquelle le 
matériau est capable de résister sans se 
détruire, quelque soit le nombre de 

d 7 cycles d'application de la charge, est 

dite limite d'endurance ou limite de 


FIG. 335 fatigue. 


La cassure par fatigue d’un métal a un aspect particulier (fig. 336). 
D'une façon générale on peut y distinguer deux zones: une, lisse (4) et 
enrodée, qui se forme lors du développement progressif d’une fissure; 
l’autre (B), rugueuse et à gros grains, 
qui se forme lors de la rupture défi- 
nitive de la pièce déjà affaiblie par la 
présence d'une crique de fatigue. La 
zone B a une structure à gros cristaux 
dans le cas des matières fragiles et un 
aspect fibreux dans celui des matières 
ductiles. 

Le mécanisme de formation des 
fissures sous l’action d'une charge 
alternée et variable est très délicat et 
loin d'être étudié d’une façon définitive. 
Néanmoins, la théorie de la fatigue 
s'appuie sur certains faits bien établis 
dont voici quelques-uns. 

1. Les phénomènes qui se dérou- FIG. 336 
lent dans le matériau sous l'action 
d’une application alternée et variable de la charge portent un caractère 
local bien prononcé. 

2. Avant la formation de la première fissure, ce sont les contraintes 
tangentielles qui, tout en provoquant des glissements plastiques et la des- 
truction par cisaillement, exercent une influence décisive sur le phénomène 
de fatigue. Le développement des fissures, aussi bien dans les matériaux 
plastiques que dans les matières fragiles (fonte), se trouve accéléré en 
présence des contraintes de traction. L'apparition des fissures d'arrache- 
ment augmente nettement la sensibilité de ces matériaux aux contraintes 
de traction. 

La limite d'endurance se détermine expérimentalement à l’aide de 
machines d'essais appropriées; le nombre d'échantillons à soumettre à 
l'épreuve ne doit pas être inférieur à 6-12 pour un matériau donné. La 
limite d'endurance dépend de toute une série de facteurs dont notamment: 
la forme et les dimensions de l'échantillon ou de la pièce, le mode d’usinage; 
l'état de surface, le type de l'état de contrainte (traction-compression, 
torsion, flexion), le mode de variation de la charge dans le temps au cours 
de l'essai, la température, etc. 

Dans la plupart des cas les contraintes variables provoquant la cassure 
par fatigue sont une fonction du temps & = f(t) ayant pour période T. 
L'ensemble de toutes les valeurs qu’adoptent les contraintes au cours d’une 
période est appelé cycle des contraintes (fig. 337, a). Ce sont les contraintes 
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minimales (pain) et maximales (p,,..) du cycle qui exercent une influence 
sur la valeur de la limite d'endurance. La caractéristique principale d’un 
cycle est son coefficient d'asymétrie 


= nb. (20.1) 


Pmax 


FIG. 337 
On distingue aussi la contrainte moyenne du cycle (fig. 337, b) 


… Pmax + Pmin 


Pmoy — 2 (20.2) 


et l'amplitude du cycle 
Pmax — Pmin 


Ps (20.3) 


La contrainte moyenne du cycle peut être aussi bien positive que 
négative; l’amplitude du cycle est déterminée par sa valeur absolue (sans 


tenir compte du signe). 
D'après (20.2) et (20.3) il est évident que 


Pmax — Pmoy + Pas Pmin = Pmoy — Pa: 


C'est le cycle dit symétrique qui est le plus dangereux (pn3x = — Pin 
€t Pmoy = 0). Il est caractérisé par la relation 


_ Pmin 


r = — À. 


Pmas 
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La limite d'endurance pour un cycle symétrique est conventionnellement 
désignée par p_1. 
Pour un cycle pulsatoire (pin = 0), on a 


0 
r = = 0, 
Pmax 


la limite d'endurance étant désignée par p.,. Pour une charge constante 
(Pmax = Pmin = P), On a 


Dans le cas le plus général caractérisé par un coefficient d’asymétrie r, 
la limite d'endurance est désignée par p,. Dans des cas concrets, lorsque, 
par exemple, r = — 0,5, on désigne la limite d'endurance par p_,.. Les 
cycles ayant les caractéristiques r, identiques, sont appelés analogues. 
La caractéristique du cycle ou le coefficient d’asymétrie peut varier de 
— co à + oo (cf. tabl. 49). 

Il fautavoiren vue que dans le cas où ils’agit de la fatigue en traction (com- 
pression) ou enflexion, on utilise au lieu de p,, Pmoys Por Pmax Pminr €(C:; 
respectivement ©,, Omoy» 00 max Omin» EC. Pour le cas des contraintes 
tangentielles cycliques (torsion cyclique) on utilisera les désignations 7,, 


Tmoy» T0 Tmaxs Tminr CIC. 


8 113. Méthodes de détermination 
de la limite d'endurance. 
Diagrammes de la fatigue 


Pour l'essai d’un matériau à la fatigue on utilise le plus souvent des éprou- 
vettes cylindriques lisses de 7 à 10 mm de diamitre. 

Les valeurs de la limite d'endurance varient selon le type des contrain- 
tes alternées qui agissent sur l'échantillon (traction-compression, flexion 
alternée, torsion alternée). Par conséquent, si l’on veut déterminer la 
limite d'endurance d’un matériau, il convient d'indiquer au préalable 
le type de déformation (flexion, torsion, etc.) ainsi que le mode de variation 
des contraintes au cours d’un cycle, en d’autres mots, on doit fixer la valeur 
de r pour laquelle on détermine cette limite. 

Suivant le type du problème posé on choisit la machine appropriée 
pour les essais. Pour les épreuves de fatigue en flexion, on utilise les machi- 
nes (fig. 338) qui provoquent des contraintes symétriques cycliques par 
la rotation de l'échantillon sollicité par une charge fixée à son extrémité 
au moyen d’un roulement à billes. La vitesse de rotation de telles machines 
est d'habitude de l’ordre de 3000 tr/mn (50 Hz). Les machines modernes 
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pour essais à la fatigue, en particulier les machines à vibrateur magnéto- 
strictif pour essais à Ja traction-compression permettent d'obtenir les 
fréquences de l’ordre de 10000 à 20000 Hz. 

Lorsqu'on détermine la limite d'endurance d’un lot d'échantillons, 
il faut veiller à ce que différents groupes d'échantillons soient soumis à 


Moteur Epsrouvette rx 


0 W 


FIG. 318 FIG. 339 


des contraintes différentes, afin de révéler le caractère de variation du 
nombre de cycles avant la destruction en fonction des contraintes. 

A partir des données expérimentales obtenues on trace les courbes 
de fatigue appelées aussi courbes de W'eller (fig. 339). 

On trace la courbe de fatigue par points en coordonnées: contrainte 
maximale du cycle pn::(Gmax OU Tmsx) — nombre de cycles N avant la 
destruction. À chaque point de cette courbe correspond un échantillon 
détruit après avoir subi M cycles pour un p,,.,, imposé. 

Au fur et à mesure que les contraintes diminuent, les échantillons 
supportent sans détruire un nombre de cycles toujours plus grand, alors 
que la courbe de fatigue p,,,, = f(N) sc rapproche en quelque sorte d’une 
asymptote parallèle à l'axe des abscisses N. Le nombre de cycles corres- 
pondant au point à partir duquel la courbe se confond avec cette asymptote 
peut être adopté pour base d'essais à la fatigue, c'est-à-dire le nombre de 
cycles au-delà duquel on ne risque pratiquement pas la destruction de 
l'échantillon avec les contraintes utilisées. Par conséquent, on appelle 
base d'un essai à l'endurance le nombre maximum de cycles d'une charge 
alternée et variable dont le dépassement, même bien notable, ne risque pas 
de provoquer, pour la contrainte utilisée, les destructions de fatigue dans 
l'échantillon considéré. 

Pour les métaux ferreux (acier, fonte, etc.) on adopte, comme base 
d'essais pratique, 10 millions de cycles. Pour les métaux non-ferreux 
(cuivre, aluminium, etc.) la base d'essais est de 5 à 10 fois plus importante 
que celle des métaux ferreux. 

Parfois, surtout lorsqu'il s'agit des métaux non-ferreux, la courbe 
de fatigue en coordonnées N, p se rapproche de l’asymptote d'une façon 
lente, d’où la nécessité de choisir une base d'essais beaucoup plus impor- 
tante. Dans ce cas, il est même difficile de parler de la véritable limite 
d'endurance, dite limite physique, car celle-ci n’existe pratiquement pas. 
On parle donc d’une limite de fatigue conventionnelle, entendant par là 
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la contrainte maximale que supporte un échantillon sans se détruire pour 
un nombre de cycle imposé d'avance qui sert de base d'essais. 

Outre les diagrammes primaires de fatigue en coordonnées N, 0, 
pour la compression-traction et pour la flexion, ou en coordonnées N, tr, 
pour la torsion, on trace ces diagrammes en 
coordonnées semi-logarithmiques Ig N, Omnax 
(fig. 340) ou bien Ig N', Tmaxe Dans ce cas 6 


la limite de fatigue est représentée par l’ordon- 
née du tronçon horizontal de la courbe de 
fatigue. 


Comme le montrent de nombreux essais 
à la fatigue, pour certains matériaux on peut 10N 
révéler les relations suivantes centre les limites 
d'endurance en cycle symétrique, obtenues FIG. 340 
pour les cas de flexion of ,, de torsion t_, et 
de compression-traction a? , deséprouvettes. Pour l'aciero® , —0,7 of ; ; 
pour la fonte a? , = 0,650! ,,t_, —0,80f ,; pour les aciers et les alliages 
légers r_, —0,55of . On a également remarqué que pour l'acier se 
vérifient les relations suivantes entre les limites d'endurance ci-dessus 
et la résistance temporaire à la traction: a° ,—0,280.na; af C = 0,40eng: 
T_1 = 0,220,h4. Pour les métaux honsfecreus of_, = (0,24-0 15) Oend: 

Diagramme des contraintes limites. Pour (aracner la résistibilité 
d’un matériau à des contraintes alternées et variables pour diverses asymé- 
tries du cycle on trace le diagramme dit diagramme des contraintes limites 
(fig. 341) en coordonnées ôn3x, Omin — Omoy (dit diagramme de Smith). 

Les ordonnées de la courbe CAB du diagramme correspondent aux 
valeurs des limites d'endurance (valeurs maximales des contraintes) pour 
diverses asymétries du cycle; ces valeurs sont tirées des diagrammes pri- 
maires de fatigue. 

La tangente de l'angle de pente du rayon tracé à partir de l'origine 
des coordonnées jusqu’à la courbe limite CAB et formant un angle f 
avec l’axe des abscisses on, sera 

"a 2a 2 
max 7 max ne : (20.4) 

Tmoy Omax T Omin l+r 


tg 5 = 


Généralement, les courbes des contraintes limites ne dépassent pas 
la limite de résistance ou la limite d'écoulement du matériau. A titre 
d'exemple on a reproduit sur la fig. 342 l'allure approximative du diagram- 
me des contraintes limites ne dépassant pas la limite d'écoulement +: pour 
le cas d’une torsion cyclique. 

On peut construire les diagrammes des contraintes limites en coor- 
données 0, — Onoy (diagramme de Hey). Dans ce cas (fig. 343) la tangente 
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de l'angle $ formé par le rayon tracé de l'origine des coordonnées et la 
courbe limite s'exprimera par 


gB= —— = —————— => — . (20.5) 
moy max 7 Cmin ls r 
Pour apprécier la résistance d’un matériau aux sollicitations alternées 
et variables en état de contrainte complexe, par exemple, en flexion cyclique 


0 20 Ty, 
Agt fr 


FIG. 341 FIG. 342 


et torsion, on utilise les machines spéciales pour essais à la fatigue qui 
permettent d'obtenir l'état de contrainte qui nous intéresse. 


Le 
Z., 
10 
1 
4 10% 
&, 
FIG. 343 FIG. 344 


La fig. 344 reproduit les résultats des essais faits sur des éprouvettes 
lisses pour diverses combinaisons de contraintes variables normales (0) 
et tangentielles (7) et un cycle symétrique. Par &_, et r_, on a désigné 
les limites d’endurance respectivement en flexion et en torsion pures et 
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par ©, et r,, les amplitudes limites pour une action conjuguée de la flexion 
et de la torsion. Les données expérimentales tendent à se concentrer au 
voisinage de la courbe qui peut être approximée avec un degré de précision 
suffisant pour le cas des aciers de construction, par un arc de cercle 
(fig. 344, courbe /) décrit par l'équation 


Ca |? Ta Ÿ? 
(2) +2) = (20.6) 
O1 T_1 


Pour les aciers très résistants et les fontes les données expérimentales 
tendent à s'aligner sur des arcs elliptiques (fig. 344, courbe 2). 

Dans le cas d'un cycle symétrique, synchrone et de coïncidence des 
phases des contraintes, là condition de résistance dans les amplitudes 
des contraintes principales s'écrira, en vertu de la troisième théorie de 
la résistance, comme suit: 


(o1)a — (ss = 0-1 (20.7) 
et d’après la quatrième théorie de la résistance elle aura la forme 
[(o1)a — Co: + [(o2)a — (os) À + 
+ [(os)a — (01) = 20°. (20.8) 
Dans le cas d’un état de contrainte complexe caractérisé par l’action 


simultanée d’une flexion cyclique et d’une torsion la condition de résistance 
(20.8) s'écrit compte tenu de la relation o_,=}/3r_; 


(2 : 
| oc: +=) 1? = 01. (20.9) 
Le | 


Cette condition coïncide avec l'expression (20.6) établie à partir de données 
expérimentales. 


$ 114. Influence des facteurs technologiques 
et de construction sur la limite 
d'endurance des matériaux 


Influence de la concentration des contraintes. La concentration des con- 
traintes dont l'intensité est caractérisée par l'indice théorique de concen- 
tration «x (cf. $ 27) exerce la plus grande influence sur la limite d'endurance. 
Comme en témoignent les résultats des expériences, la limite de fatigue 
des échantillons à concentrateurs des contraintes p_,,. dépasse celle calculée 
à l’aide de l'indice théorique de concentration x, c'est-à-dire 


P_1 
Pie Z 
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Aussi, outre l'indice théorique de concentration a-t-on introduit la notion 
d'indice effectif ou réel de concentration k. Ces indices se désignent comme 
suit: pour les contraintes normales 


G_1 
LE — » 
Ok 
pour les contraintes tangentielles: 
T1 
k, = , 
T_ik 


où ©&_, et r_., sont les limites d'endurance qui s’obtiennent en soumettant 
les éprouvettes lisses à l'action des contraintes cycliques normales et 
tangentielles; &_11 et r_1Lk,limites d'endurance des échantillons avec des 
concentrateurs de contraintes. 

Il s’est avéré en pratique plus commode de déterminer l'indice effectif 
de concentration en se référant au coefficient dit facteur de sensibilité 
du matériau à une concentration de contraintes 


_k—1 
ei 


q , (20.10) 


ce facteur dépend du matériau ainsi que des coefficients g, ; k,: «,— pour 
les contraintes normales ou g,; k,; «. — pour les contraintes tangentielles. 


Pour déterminer le facteur de 
sensibilité q on se sert des diagram- 
mes qu’on trouve dans différen- 
tes publications (fig. 345). Connais- 
sant g ainsi que l'indice théorique 
de concentration des contraintes x, 
on peut déterminer d’après la for- 
mule (20.10) le coefficient effectif de 
concentration £ à l’aide de la 
formule 


k=1+q(œ—1). (20.11) 


Pour les matériaux sensibles à 
la concentration des contraintes 
lorsque g—+1, on a k—«. Pour les 
matériaux non sensibles à la con- 
centration des contraintes k — 1 
lorsque g —> 0. 

Pour déterminer l'influence 
qu'exerce la concentration des con- 


traintes en état de contrainte complexe on fait appel aux essais sur deséchantil- 
lons ayant des concentrateurs; au terme de ces essais on établit les diagrammes 
correspondants (fig. 346) qui, tout comme les diagrammes reproduits 
plus haut pour les éprouvettes lisses, sont décrits par une courbe elliptique 


©, 12 T 2 
=] + “) = (20.12) 
O_1k T_1k 


avec o_1k, T1 Sont les limites de fatigue en cycle symétrique des échan- 
tillons ayant des concentrateurs en flexion et torsion pures respectivement; 
Ouks Tax, Valeurs amplitudinales des contraintes lors d’une variation simul- 
tanée des phases identique et synchrone 
des contraintes en état de contrainte 
complexe et pour diverses combinai- 
sons des contraintes normales et 
tangentielles variables. 

Influence des dimensions (effet de 
l'échelle). L'expérience montre qu'avec 
l'augmentation des dimensions de 
l'échantillon la limite d'endurance 
baisse. Cette diminution est générale- 
ment prise en considération par l’intro- 
duction d'un coefficient qu'on désigne, 
par exemple, pour les contraintes nor- 
males par 


EUR (12.13) 
(G_1)do FIG. 346 


où (c_1)4, est la limite d'endurance d’une éprouvette lisse de laboratoire 
de diamètre d,— 7 à 10 mm; (o_1)4, limite d'endurance de la pièce consi- 
dérée ayant pour diamètre d > d,. Puisque (o_1)4 < (o_1d , le coefficient 
de l'influence des dimensions absolues €, < 1. 

En présence d'un concentrateur, l'effet de l'échelle est pris en consi- 
dération, tout comme dans le cas des éprouvettes lisses, par l'intermédiaire 
du coefficient Ex: 


_ (G_1x)d | 
(G_1Kxdde 
où (o_1xs €t (G1x)4 Sont la limite d'endurance de la pièce et celle de 
l'éprouvette de laboratoire respectivement. Sur la fig. 347 on montre les 
courbes représentatives de la fonction € — f(d). La courbe 7 correspond 


à une pièce en acier au carbone sans concentrateur; la courbe 2, à une 
pièce en acier allié (cécr — 100 à 120 kgf/mm°) sans concentrateur et 
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(20.14) 


Eck 


en acier au carbone avec un concentrateur; la courbe 3 est celle d’une pièce 
en acier allié avec un concentrateur; la courbe 4, d’une pièce faite en acier 
quelconque avec une forte concentration des contraintes (par exemple, 
lorsque le concentrateur épouse la forme d’une cntaille profonde). 

La diminution de la limite d'endurance avec la croissance des dimen- 
sions est très prononcée pour les matériaux hétérogènes. Ainsi, lorsqu'on 
porte les dimensions d’un échantillon en fonte grise de 5-10 mm à 50 mm 
la diminution de o4., et &_, peut atteindre 60 à 70°. Pour l'acier au 
carbone, l'augmentation du diamètre de l'échantillon de 7 à 150 mm 
entraine une diminution de Ja limite d'endurance de 45%. 


FIG. 347 


Outre l'indice effectif de concentration (k,)4 on a également recours 
à la notion d'indice effectif de concentration des contraintes d'une pièce 
(k,)p qui tient compte à la fois des dimensions et de la concentration 


(G_1)de 
kolp = - 
ee (14 


(20.15) 


Si (k,)a est déterminé pour les échantillons ayant un diamètre assez 
grand (lorsque une augmentation ultérieure du diamètre n’exerce qu’une 
influence peu marquée sur (£,)4), on a 


(o_ 14 __ Ko)a | 
(E a)d(G_ nm (y 


Ko)p = (20.16) 


L'influence des concentrateurs des contraintes dépend largement du 
type de l'état de contrainte. En torsion cyclique, par exemple, le cocfficient 
de concentration s'avère plus bas qu'en flexion pour une même forme du 
concentrateur; on le remarque notamment sur les fig. 348 et 349 qui don- 
nent les valeurs des indices effectifs de concentration pour des arbres à 
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gradins et à congé de raccordement respectivement en flexion et en torsion. 
La relation entre 4, et £, peut être exprimée par la formule 


k, = L-+ 0,6(&, — 1). 


Les courbes de la fig. 350 caractérisent les indices effectifs de concen- 
tration en traction-compression. Les courbes des fig. 348 et 350 montrent 


0 of 02 0 À 
Do; d=30-50 mm 


FIG. 348 


1 
0 0.1 0.2 0.3 /d 
D/d=2: d=30-50 mm 

FIG. 319 
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que les valeurs des coefficients effectifs en traction-compression sont un 
peu plus élevées que leurs homologues en flexion. Pour plus de détails 
sur les données concernant les indices de concentration des contraintes 
voir l'Appendice 2. 

Influence de l’état de surface. La limite d'endurance est notablement 
influencée par l'état de surface de la pièce ou de l'échantillon. Cela s'expli- 
que par le fait que la surface présente presque toujours des défauts pro- 
venant de l’usinage ou dus à la corrosion sous l'influence du milieu ambiant. 


2-2; d=30-50 mm 


FIG. 350 


C'est pour cette raison que les fissures de fatigue apparaissent en règle 
générale sur la surface d'abord et qu'un mauvais état de cette dernière 
entraine une diminution de la limite d'endurance. 

L'influence du soin apporté à l’usinage de la surface sur l'endurance 
peut être rendue par un coefficient f < 1 égal au rapport de la limite d’endu- 
rance d'un échantillon, ayant un état de surface bien déterminé, à la limite 
d'endurance d'un autre échantillon avec une surface soigneusement polie. 
La fig. 351 montre la dépendance du coefficient f de la limite d'endurance 
pour divers modes d'usinage des échantillons en acier. La courbe / corres- 
pond aux échantillons polis: la courbe 2, aux échantillons dégrossis; 
la courbe 3, aux échantillons soigneusement usinés au tour; la courbe 4, 
aux échantillons à usinage grossier; la courbe 5, aux échantillons dont 
la surface présente des traces de calamine. Ce diagramme montre que la 
limite d'endurance baisse de 40% pour une surface grossièrement usinée 
et de 70% lorsque la surface présente les traces de calamine. 
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L'influence de la corrosion au éours des essais à l'endurance en fexion 
rotatoire est représentée sous forme de graphique de la fig. 352 où la 
valeur du coefficient 

ok 


Br = PE 
exprimant le rapport de la limite d'endurance d’un échantillon attaqué 
par la corrosion o*, sur la limite d'endurance d’un échantillon poli o., 


me 


FIG. 351 


est portée sur l'axe des ordonnées tandis que la limite d'écrouissage tempo- 
raire du matériau des échantillons soumis à l'épreuve, sur l'axe des abscisses. 
La courbe / caractérise l’influence de la corrosion provoquée par l’eau 


FIG. 352 


douce sur une pièce avec des concentrateurs des contraintes; la courbe 2, 
par l’eau douce sur une pièce en l’absence de concentrateurs; la courbe 3, 
par l’eau de mer sur une pièce sans concentrateurs. 

Influence des pauses. Les pauses (interruptions dans l'application 
des charges) exercent une influence sur la limite d'endurance. Parfois, 
l'influence de ces interruptions consiste à augmenter le nombre de cycles 
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provoquant la destruction, de 15 à 20°. L'augmentation du nombre de 
cycles est d'autant plus importante que sont plus fréquentes et plus pro- 
longées les pauses (ce dernier aspect exerce une influence plus faible). 

Influence des surcharges (charges dépassant la limite d’endurance) 
sur la limite d'endurance dépend du caractère des surcharges. Lorsque 
les surcharges sont peu importantes, la résistance à la fatigue augmente 
jusqu'à ce qu'on ait atteint un certain nombre de cycles; lorsque les 
surcharges sont grandes, elle commence à baisser, après avoir atteint 
un certain nombre de cycles. 

Influence de l'entrainement. Si l'on soumet un échantillon à des 
contraintes légèrement inférieures à la limite d'endurance pour les aug- 
menter ensuite d'une façon graduelle on peut améliorer nettement la 
résistance du matériau à la fatigue. Ce procédé, appelé entrainement du 
matériau, est largement utilisé dans la pratique. Si les charges sont aug- 
mentées d’une façon graduelle, on obtient des résultats particulièrement 
encourageants. Dans ce cas. on peut obtenir une augmentation notable 
de la résistance avec un entrainement relativement court (de l’ordre de 
50 009 cycles) mais pour des surcharges très importantes. 

Influence de la température. Pour ce qui est des matériaux de construc- 
tion courants la hausse de température entraine une diminution de la 
limite d'endurance, alors qu’une baisse de température en provoque 
l'augmentation, et cela aussi bien pour les éprouvettes lisses que pour les 
échantillons à concentrateurs. 

Au-dessus de 300 °C Ia limite d'endurance de l'acier tombe, pour 
tous les 100 °C de montée en température, de 15 à 20%. Cependant, la 
montée de température de 20 à 300 °C provoque, pour certaines nuances 
de l'acier, une certaine amélioration de la limite d'endurance, due proba- 
blement à des phénomènes physico-chimiques se déroulant dans le matériau 
sous un effet simultané de température et de contraintes cycliques. Géné- 
ralement, l'influence de la concentration des contraintes sur l'endurance 
s’affaiblit avec la montée de la température. 

Lorsque la température baisse de 20 à — 190 °C, la limite d'endurance 
tout en doublant pour certaines nuances de l'acier, fait que la résilience 
baisse considérablement. 


8 115. Calcul à la résistance 
aux charges alternées 


Pour les déformations simples, la marge de résistance d’une pièce travaillant 
en cycle symétrique, par exemple, en cycle compression-traction ou flexion 
et, de ce fait, éprouvant une contrainte à alternance de signe ©,, peut 
s'évaluer de la formule 


(G_1)4 
= ——— » 
On 


où (o_1%)4 est la limite de résistance de la pièce en traction-compression 
ou en flexion qu'on peut déterminer d’après la limite d'endurance des 
échantillons de laboratoire polis (a_:)7, compte tenu de l'indice effectif 
de concentration (k,)4, du facteur de l'échelle €, de l’état de surface et 
du milieu ambiant, caractérisés respectivement par les coefficients £ et B,, 
de la formule: 


(o_1)d 


EC D 72 VENT 


Dans le cas d'un état de contrainte complexe, en vertu de (20.9), 


(G_1Kx)d = ot + È | T2, 
(T_1x)de d 


ou d'après (20.6) 


o? T2 
er | (20.17) 
(Gand (T-axdg 
Vu que 
su (CETTE 
o "a 
et que 
(r_1x)d 
n, 
Ta 
on a, en vertu de (20.17), 
1 1 1 
n? n? _ nè : 


d'où la marge de sécurité pour un état de contrainte complexe va se déter- 
miner de la formule: 


[PE 
= TE 20.18 
V n2 + nn? ( ) 

o LS 
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S'il s'agit de déterminer la marge de sécurité en cycle asymétrique 
et pour une charge cyclique quelconque (flexion, traction-compression, 
torsion) on peut se servir du diagramme schématique des contraintes 


FIG. 353 


limites pour les éprouvettes lisses (fig. 353) en le représentant sous forme 
d'une droite qui passe par les points À et B de coordonnées O, o_,et 


Œ de | ; 
—— , G Ct dont l'équation se présente comme 


2 
Go 5 O1 20_: = O9 
Omax = Out se Omoy — O1 + (: Fe m2 moy 
0 0 
2 
ou bien 
Omax — T1 T (I CE Ya) moy» (20.19) 


où y, est l'indice de sensibilité du matériau à l'asymétrie du cycle; il 
est égal à 
20_1 — 
Wa = ——— : (20.20) 
Oo 


Dans le cas des contraintes tangentielles l'équation de la courbe 
limite des contraintes maximales s’écrira, par analogie avec (20.19), 


Tmax = Ti À ( — Y5) Toy: (20.21) 
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Nous donnons ci-après les valeurs des indices w, et y, pour aciers 
aux diverses limites d'écrouissage temporaire: 


oécr, kgf/mm° Va Ve 
35-55 0 0 
52-75 0,05 0 
70-100 0,1 0,05 
100-120 0,2 0,10 
120-140 0,25 0,15 


L'amplitude limite des contraintes pour une éprouvette lisse peut être 
exprimée, en vertu de (20.19), par la formule 


Ca — Omax — Omoy — C1 — Wa Omoy: 


FIG. 354 FIG. 355 


L'amplitude limite des contraintes pour la pièce (o,K)4 sera 


Où Ty — WaOmoy 
(onda = = = = — TT ; 
(Ro) Ep 


tandis que l'équation de la courbe des contraintes limites pour la pièce 
(fig. 354) peut être écrite sous la forme 


(20.22) 


O_1 Va 
(Omax)d = (Gax)d 5 moy — (k) + [: ns | Omoy: (20.23) 
s?P 


Pour déterminer la marge de sécurité de la pièce dont la contrainte 


est représentée sur le diagramme des contraintes limites (fig. 355) par un 
point Af de coordonnées o,, moy, il convient de trouver les coordonnées 


47-10 737 


du point # situé sur l'intersection du rayon tracé à partir de l'origine 
des coordonnées avec la courbe des contraintes limites pour la pièce en 
question. Les coordonnées du point MN se déterminent en considérant 
parallèlement les équations de la ligne (courbe ) AN des contraintes limites 
pour la pièce 


(o’ RER Ce (20.24) 
max,k”d TX Es TS RE ° 
et l'équation du rayon 
nl Omax ! , 
ge D (88-007 , (20.25) 


moy 


où les coordonnées courantes sont marquées par des traits. 
L'ordonnée du point # situé sur l'intersection des droites AN et ON 
est Ja même, c’est-à-dire 


L = (A 
CES k)d Om 


ax? 
ou 
O1 +1 - Va | , = Omax o’ 
(CT (Ka)p ee Omoy de 
d'où l'on tire l'abscisse du point NW: 
o! A = 
ou Omax Va 
Œo)p nc — 1 TT T'AS 
Omoy ( a) 
O_1O moy 


_ (Ko)PO max = OmoyK o)P 7 WoOmoy 
Compte tenu de ce que 0, = Omax — Zmoy» il Vient 
Bi __T1" moy ___, (20.26) 
POV (Ko)pOs + WoOmoy 
Mettant cette valeur de des dans (20.25) et désignant cette ordonnée 


(o°.,,) par (oxa, il vient 


O_10 max 


(G,1)4 = Be ue ra ; 
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Ainsi, l'expression définitive de la marge de sécurité s'écrit comme suit 


OK) o_ 
hy = Gala Sn, (20.27) 
Omax (Ko)POa + VaOmoy 
Par analogie on a pour la torsion 
T 
n, = (20.28) 


_ (Koptà <a WiTmoy 


Pour le cas d’une résistance complexe et d’un cycle asymétrique la 
marge de sécurité se détermine de la formule 


n= her , 
Vn2 + n? 
où 7, et #, s'obtiennent, respectivement, des formules (20.27) et (20.28). 

Le choix de la marge de sécurité pour des calculs aux contraintes 
alternées et variables dépend de la précision de détermination des efforts 
et des contraintes, de l'homogénéité du matériau, du soin apporté à l’usinage 
de la pièce ainsi que d’autres facteurs. Dans le cas où la précision de 
détermination des contraintes est très élevée, (lorsqu'on se sert d’un exten- 
somètre, par exemple), le matériau est homogène et l'usinage bien soigné, 
on adopte n = 1,3 à 1,4. 

Pour une précision de détermination des efforts ordinaires et l’homo- 
généité moyenne, on adopte n = 1,4 à 1,7. Pour une faible précision 
et une homogénéité médiocre, on pose # = 1,7 à 3,0. 

Examinons maintenant l’ordre à suivre dans le calcul de conception 
d'une pièce à l'endurance, par exemple, d’une tige faisant partie d’une 
machine à piston lorsque sont connus: les charges agissant sur la pièce 
(Pemax €t Pin); le matériau, c’est-à-dire o4.,, Géc:0_1, Wa; la technique 
d'usinage de la pièce; le type de concentrateur (supposons que le diamètre 
de l'orifice transversal dans la pièce est ô). On doit déterminer les dimen- 
sions de la pièce. Pour résoudre ce problème, on commence par révéler 
la section dangereuse de la pièce qui est, de toute évidence, celle au niveau 
du concentrateur. Etant donné que les rapports entre le diamètre de 
l'orifice du concentrateur et celui de la pièce ne sont pas connus, il faut 
fixer l'indice théorique de concentration des contraintes x, et, pour le 
matériau choisi, en partant du &:., connu, déterminer du graphique 
(fig. 345), pour x, adopté, l'indice de sensibilité du matériau à la concen- 
tration des contraintes q, pour déterminer ensuite d’après la formule 


(Ka)d = | + CAC? — 1) 


la valeur de l’indice effectif de concentration. Sur le diagramme (fig. 351) 
on trouve la valeur du coefficient f caractérisant la qualité de l’usinage. 
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Ayant fixé le coefficient & qui tient compte des dimensions, on détermine 
l'indice effectif de concentration pour la pièce 


Go 
(Ko)p . > 


Ensuite, après avoir choisi la marge de sécurité »,, on détermine à l’aide 
de la formule 
O_] GF 


ne 
Pmax sb Pia Pmax + Prin 


Abo + VoGmey 


l'aire de la section transversale de la pièce 


Pis Pix Pois 
CS Le D 


(2 Poe 
F= "e [ae max 
G.1 


et son diamètre 


Les calculs faits, il faut, en se servant du graphique (fig. 347), vérifier 
la justesse du choix du coefficient € d’après le diamètre d, désormais connu, 
de la pièce. Si la valeur obtenue de € diffère sensiblement de celle qui avait 
été adoptée, il faut préciser le calcul. 

Dans le cas d'un calcul de contrôle sont données la forme et les dimen- 
sions de la pièce (supposons qu'il s’agit d’une barre ronde à gradins soumise 
à l’action d’une sollicitation alternée et variable avec une asymétrie du 
cycle assignée); sont imposés le diamètre maximal 4 et le rayon de 
congé r en l'endroit de jonction de deux diamètres différents de l'arbre; 
sont connus également le matériau de la pièce (oëc;, Géc» O_1) ainsi que 
la qualité de son usinage. On demande de déterminer l'effort admissible 
que peut supporter la pièce. Le problème posé doit être résolu dans l'ordre 
suivant: 

1. Etablir l'indice théorique de concentration x, en se servant, par 
exemple, du graphique représenté sur la fig. 350. 

2. A l'aide du graphique (fig. 345), trouver l'indice de sensibilité 
aux concentrations des contraintes gq,. 

3. Déterminer l'indice effectif de concentration 


Go)a = 1 + 45e — 1). 


4, Ense servant du graphique (fig. 347), trouver le facteur d'influence 
des dimensions absolues &. 
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5. En partant du graphique (fig. 351), déterminer le coefficient 
qui rend compte de la qualité de l’usinage de la surface. 
6. Trouver l'indice effectif de concentration des contraintes pour 
la pièce 
(ko) 
CAE 
ef 


7. Fixer la marge de sécurité n.. 
8. Déterminer l'amplitude des contraintes à partir de la formule 


O1 
M =, ,-—— ; 
(Ko)p6a + WoOmoy 
O_ 1 
O3 —_ -— 
n G 
Get 2e 


a | 


D'habitude, pour les aciers ordinaires, y, = 0, alors 


ST 


9. Déterminer l'effort amplitudinal admissible 


7d° ©; 
P = F . GC = — . 
a min” à 4 n(Ks}p 
10. Trouver l'effort moyen 
l1+r 
Proy = P, re : 


11. Déterminer les efforts maximal et minimal du cycle 
Pix = Pa + Pmay: 


Pain = Par 


Examinons, enfin, l'ordre de détermination de la marge de sécurité 
pour un arbre tubulaire rond animé d'un mouvement rotatif et doté d'un 
orifice transversal à servant au graissage. Cet arbre est soumis simul- 
tanément à une flexion variable pour un cycle symétrique avec M,,,,= M, 
donné et à une torsion variable avec un M, ,,,, donné pour un cycle asymé- 


trique connu r. Les diamètres extérieur D et intérieur d de l'arbre, son 
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é h e , É . x L = à A =. 1 L 
matériau (Gécrs Oécr S-1 T1) Sont connus de même que la qualité de l'usi- 
nage de la surface de l'arbre. 


Le problème se résout dans l'ordre suivant: 


1. Déterminer les contraintes nominales provoquées dans l’arbre 
par la flexion et la torsion ($ 46, 50): 


_ Max . 
Omax — 2 » 


Ga = Omax Omoy — 0; 


Mimi. 
MAX » 
,, 
Tmin = Fmax» 
Tmax — min 
PT ont un - 
2 
_ Tmax T Tmin 
Tmoy = 2 Rue 


2. Pour nn connu (fig. 173), déterminer l'indice de concentration 
en flexion. 


3. Déterminer d’après le graphique (fig. 345), pour x, trouvé et ox, 
connu, l'indice de sensibilité aux concentrations des contraintes q, et 
trouver l'indice effectif de concentration en flexion 


ks=1+ 4% — 1). 


4. Après avoir choisi « sur le graphique (fig. 347) et B sur la fig. 351, 
déterminer l'indice effectif de concentration pour la pièce 


(Ko)p = k i 
5. Déterminer la marge de sécurité en flexion d'après la formule 
CN oc — 1 
T Ko)p0a + Voomoy  Ko)P0 
(car, pour le cas étudié o,,, = 0). 


ns 


142 


6. Etablir l'indice de concentration en torsion x,, puis, en postan 
re © ss déterminer l'indice effectif de concentration en torsion 


K,=1+94g{x — 1). 

Adoptant les mêmes valeurs de # et f que pour le cas de la flexion, 

trouver pour la pièce l'indice effectif de concentration en torsion 
ke 
(K:)p — 8 : 

7. Déterminer la marge de sécurité en torsion 
eu Ti 
: (Kopta + Wet moy | 
8. Calculer le facteur de sécurité général 


ne 


n,n 
= EE — 
ET 


Dans l’Appendice 1 sont réunies les données relatives à la limite 
d'endurance pour les principaux matériaux utilisés dans la construction. 
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Tableau 49 
Caractéristiques des cycles du chargement alterné et variable 


| _ Pmaz + Pmin 


| | Pmoy 2 
P 
Cycle Pmaz: en | r= ee 
| Pa = Pmsz Pmin Pmazx 
2 | 
Constant, positif 
Pmoy = Pmax”" 
r= +1 
=Pmin>0; Pa=0 
Asymétrique, positif 
P : 
Pmax > 0 
Pmoy > 0; Pa 0 10 <r< +1! 
Pmia> 0 
Pulsatoire, positif 
£L pe Pmoy = — Pmazs 
r=0 
Pmin = 0 1 
t Pa = — Pmax 
2 
Asymétrique | 
p 
t —1<r<0 
7 Pmia<0 Pa + 0 
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Pmaz + Pmin 

| Pmoy = —— D 

PRE Pain 
Cycle ‘Paz; Pain 


| A 2 


Symétrique 


« 
9 Pmszx = 
p J 
= — Pmin 
Pmoy = 0; Pa = Pmax r = —1 
Pmin<0 


Asymétrique 


Pmoy < 0) Pe#O |_o<r< 


< —] 
Pulsatoire, négatif ; 
Pmoy = — Pmin 
p t 
Fr = — © 
L# \/ Pa = — Pmin 
Asymétrique négatif 
p t +1 <r< 
Pmoy < 0, Pa #40 
« + © 
Constant, négatif 
tp t Pmaz = Pmin = ES 


= Pmoy <0; Pa=0 


: 


CHAPITRE 21 


Calcul de la charge de choc 


8 116. Calcul au choc pour le cas 
d’une charge axiale 


L'effet du choc sur les déformations ou les contraintes s’évalue à l’aide 
du coefficient de dynamicité 


ka= +, (21.1) 


où à,, est la déformation d'un élément élastique (fig. 356, a) pour un 
Charge statique © (lorsque la charge augmente de zéro à sa valeur finale): 
Ôa, déformation (fig. 356, b) due à la charge agissant sous forme de choc 
(par exemple, lorsqu'une charge Q tombe 

KR —A en chute libre de la hauteur H). 
La déformation dynamique peut être 
exprimée par une formule de la statique 


da = Kad, : 


Par analogie, établissons le rapport entre 
* les contraintes dynamique et statique 


Q 
Ca — kKaos = Ka F . (21.2) 


Pour recourir à la formule (21.2) il 
faut savoir le coefficient de dynamicité k4. 
Pour déterminer le coefficient de 
dynamicité on part de l'hypothèse selon 
laquelle le rapport entre les efforts et les 
FIG. 356 déformations reste le même tant pour 
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une charge statique P,, que pour une charge dynamique  P4, 
c'est-à-dire 


P 
Éay = — ; 
C 
P 
FREE 
C 


EF 2 
où c = Fa est la rigidité de la barre. 


L'établissement des formules servant à évaluer le coefficient de dyna- 
micité se base sur la loi de la conservation de l'énergie. La variation de 
l'énergie potentielle de position 7 d’une charge en chute libre tombant 
d’une hauteur }H et ayant parcouru une distance égale à H + Ôd, est 


T = Q(H + 64). (21.3) 


L'énergie potentielle de déformation accumulée par une barre lor 
du choc peut être exprimée par la formule 


Us = À ps, = à (21.4) 
He dd — 2 ° . 


En vertu de la loi de la conservation de l'énergie on peut écrire 


L = Us 
ou bien 
côà 


Vu que d., = L nous pouvons mettre l'équation (21.5) sous la forme 
à — 26,1 04 — 26,4 H = 0. 
D'où l’on détermine la déformation dynamique inconnue 
Ôg sn de a V o+ 26,,H. 


Conservant en accord avec le sens physique du problème le signe «plus » 
on peut mettre la dernière formule sous la forme 


2 
a+ +2). C1. 
st 
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Ainsi, d'après (21.2) on trouve l'expression pour le coefficient de 


dynamicité 
2H 
k=i+ +. (21.7) 


st 
uv? 
Si l'on considère que H = . (v est la vitesse de la charge en chute 


libre au début du choc), on obtient 


v? 
k=1+ |] FA (21.8) 


2H To Qu? 
, Où 7, = QH = — est l'énergie ciné- 
st U.: 2g 


tique de la charge en chute libre au moment du choc; U,, = 3 Odu 


Etant donné que 


énergie potentielle de déformation qu'une barre accumule lorsque la charge 
Q agit statiquement, on peut représenter le coefficient de dynamicité par 
la formule 


To 
ka = 1+ E + (21.9) 
U,: 


Pour A = 0, k3 — 2. Etant donné qu'en général H > Ô.,, on peut dans 
le second membre de l'expression pour 4, négliger 1. 11 vient alors 


PET IE 1 Éa 1 - Va (21.10) 
d = —— 1+ HE É . 
ds U.: 


La contrainte dynamique lors du choc, en vertu de (21.2), 


f 5H 20HE 
Og = Kao si = st (: +142) 3 + + Fe * (21.11) 
st 


La charge dynamique au moment du choc 


——__—— 


2H 
Pa = 04F = hu = 0 [1 + ÿ: LE | ° (21.12) 


st 


Un examen de la formule (21.11) permet de constater que lorsque 
les contraintes sont uniformément réparties sur la longueur de la barre, 
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c'est-à-dire lorsque la barre a une section constante, la valeur des con- 
traintes dynamiques dépend non seulement de l'aire F de la section trans- 
versale de la barre, comme c'est le cas pour une sollicitation statique 
agissant dans les systèmes isostatiques, mais 
aussi de la longueur ! et du module d’élasticité 
du matériau E. Avec cela, plus le volume du 
matériau de la barre élastique subissant le choc 
est important, plus faibles sont les contraintes 
dynamiques qui y apparaissent. 


D'autre part, on peut réduire les contraintes 
de choc dans une barre à rainure si l’on diminue 
le volume de l'élément élastique cn réduisant 
l'aire de la partie épaisse de la barre, ce qui re- 
vient à augmenter la déformabilité de cette der- 
nière. On peut le faire également en choisissant 
un matériau dont le module d'élasticité est plus 
faible; en égalant les aires de la section trans- 
versale sur la longueur de la barre; en augmen- 
tant la longueur de la barre, ou, enfin, en met- 
tant en jeu les ressorts d'amortissement. 


La masse d’une barre soumise au choc peut 
être évaluée en supposant qu’après la compression 
et la diminution de la vitesse de la charge de » 
à », (au cours de la première phase), cette dernière vitesse étant celle du 
mouvement de la section supérieure de la barre au début de la seconde 
phase du choc, la vitesse des sections situées plus bas diminue selon une 
loi linéaire pour tomber à zéro dans la section inférieure (fig. 357); autre- 
ment dit, la vitesse dans une section quelconque se trouvant à une dis- 
tance x du bout inférieur de la barre est 


FIG. 357 


PE : 


L'énergie cinétique d'un élément de la barre de longueur dx dans 
la section considérée est 


et l'énergie cinétique totale de la barre soumise au choc peut être exprimée 
par la formule 


{ 
SE pv? F1 2 
RER are. 
2g fl? 3 2g 
0 
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ou bien 


ie 
= < — 
28 


où ©. = ;Fl est le poids propre de la barre soumise au choc. 
Exprimons la perte d'énergie due à la compression du matériau en 
l'endroit de la collision de la charge et de la barre au cours de la première 


phase du choc (lorsque la vitesse passe de v — l’2gH à v,) par la formule 


0: Qri _ Qi + 2 _ n=  @e ; 9 
LD: (5 ; + = £ ë ( s “| (21.13) 


Cette même perte d'énergie peut ètre exprimée ainsi 


_ Q LE NS L de — pi = 
Q | : 2 Qc 
2 Fe É 2vv, + P] ( + 30 ] . (21.14) 


Egalant les seconds membres des formules (21.13) et (21.14) et résolvant 
l'équation ainsi obtenue par rapport à v,, on trouve 


pe à (21.15) 


Ainsi, l’énergie cinétique qui se transforme lors du choc en énergie de 
déformation de la barre est 


Qi . 1 Qt Qu? 
T = —— + —— + EE ———————————…" — —— ! 21.1 
2e 3 2 f I 2e] en 
2g11 + — — 
3 Q 


Substituant dans (21.9) T à 7,, exprimons le coefficient de dynamicité 


par la formule 
sis Vire 
d — ral 
U., 
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ou bien 


ES ES EE (21.17) 


v? 
Tenant compte de ce ee H; HQ = T, et désignant Qe = f 
£ 


mettons la formule (21.17) sous la forme 


T, 
ka=1+ EE à (21.18) 
U., Ê + 3 B 
La contrainte de choc maximale est donnée par la formule 
| T, 
Ca = Ras = Ga 1 + D —"——— |, 


1 
Us ( Fe 9) 


ou bien 
2EFH 
Ca = st 1 < | ” FI 
7 
[1 +— — 
ali+3 2) 


Les valeurs du coefficient rendant compte de la masse d’un élément soumis 
au choc sont données, pour certains cas particuliers, dans le tableau 50. 


8 117. Contraintes dues au choc 
de rotation 


Dans le cas d’un choc de rotation, réalisé d’après le schéma de la fig. 358, 
par exemple, les contraintes dynamiques maximales agissant dans l'arbre r 
s'évaluent à l’aide de la formule 

, (21.19) 


Flu — ka Fate 
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ee, 
ka=1+ V: re, (21.20) 


ds: 
Ml R° 
du  —. pR — : R — , 
GJ, GJ, 
M, OR 
T = = — 
Îmax 
; W, W, 


Ici H est la hauteur de la chute libre de la charge: Q, poids de la charge 
en chute libre; R, rayon du vilebrequin; /, longueur de l'axe; J,, W,, 
moment polaire d'inertie et moment résistant polaire d’une section de 
l'arbre. 

Les contraintes dynamiques engendrées dans l’arbre par suite d’un 
freinage sec du volant animé d’un mouvement rotatoire très rapide (fig. 359) 
et ayant emmagasiné de l’énergie cinétique 7,, peuvent également être 
déterminées à partir de la loi de la conservation de l'énergie 


To = U4, (21.21) 


où UV, est l'énergie potentielle de déformation de l'arbre lors du choc 
de rotation. 


FIG. 356 


Tenant compte de ce que 


(21.22) 


et considérant que 


=] 
[1 
wo 


ou 


rd° 
M, 4 = dise W, —= 16 Tina x 
on peut écrire 
4 r°dl T5 IF 
Ua = — = — 21.23 
2 1667 ,-2 4G 78) 


Mettant (21.23) dans (21.21) et résolvant l'équation ainsi obtenue 
par rapport à la contrainte dynamique maximale recherchée, il vient 


TG 
Ty. = 2 ; (21.24) 


IF 


où l'énergie cinétique d’un volant de poids © tournant à une vitesse angu- 
laire « s'obtient de la formule 


J ) J QD? 
To = — ——— = * 

2 \ dr } 
(D, diamètre du volant). 


$ 118. Calcul au choc en flexion 


Les contraintes maximales dynamiques dues à un choc accompagné 
de fiexion peuvent se déterminer de la formule 


où 


(fs est la flexion statique en l'endroit 
de la collision dépendant du mode 
d'application de la charge ainsi que 
des conditions d'appui). 

Dans le cas d'un choc se pro- 
duisant au milieu d’une poutre dont 
la section a une rigidité en flexion EJ 
(fig. 360), on a 


les contraintes dynamiques maximales sont dans ce cas 


OI 9GHEJ 
Cdnnx 7 kao + 4W 1 F 1 ES ol : 


Introduisant la notation OH = T,, on aura 


co ee 1 + Le (21.25) 
dmax  4W Q°r | 


La condition de résistance dans ce cas s'écrit 


Q 9670EJ 
LR 71 ( + V+ OF | < [cu], (21.26) 


Oéc 

[oy] = —< 

na 
(n4 est la marge de résistance dans le cas où la charge dynamique est 
prise en considération, ox, limite d'écoulement du matériau de la poutre). 
Pour tenir compte de la masse d'une poutre soumise au choc on 
peut utiliser le même procédé qu’on a exposé plus haut pour un choc 
axial. Supposons qu’à la fin de la première phase du choc la vitesse 
de la poutre là où elle entre en contact avec la charge est »,. L'énergie 

9 


b 
cinétique de la charge est évidemment égale à — . Supposons aussi 
£g 


que lors du choc et pour une charge appliquée statiquement (dans le cas 
examiné au milieu de la travée) l'axe incurvé de la poutre peut être décrit 
par une même équation 


f ; 
H — P (3/2: PE 4z$), 


[3 
où f = 2 est la flèche de la poutre. 
48EJ 


Désignant la valeur de la flèche maximale au milieu de la poutre 
par W,.ar, la valeur de la flèche dans une section située à une distance z 
du bout gauche de la poutre peut s'évaluer de la formule 


Wmax Cu 
w = à (3l2z — 42°). 
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tandis que la vitesse de mouvement de cette section, de l'expression 


dw dy 1 ar 1 
dt FT a | 


L'énergie cinétique d’un élément quelconque de la poutre dz, distant 
de z du bout gauche de la poutre, est 


at v>Fdz  ;F[dw,s 1! Gr 423 ne 
PP 2g 2 dd BP s) | ? 


et l'énergie cinétique totale de la poutre entière est donnée par 


! 
CE (dm? 1 
T, =2| 3 (<==) (3l?z — 423)? dz = 
0 


17 FH (ef 
7 35 2g\ à ]- 


Vu qu'à la fin de la première phase du choc la vitesse au milieu 
de la poutre est égale à »,, c’est-à-dire 


TS . D]. (21.27) 


Exprimant la perte d'énergie due à la compression en l'endroit de 
la collision au cours de la première phase par 


ou bien 


Q °o, 17 7F : 
1. ( — »;) T7 (O—r,* = 
| 17 yFl 
= _ v— Ju, + vi ( + TU : ] , (21.29) 


égalant ensuite les seconds membres des équations (21.28) et (21.29) et 
résolvant l'équation obtenue par rapport à », on obtient 


v 

= ——— "° 21.30 

à. La 17 FI ( ) 
35 Q 


L'énergie cinétique du système (poutre-charge) qui doit se transformer 
en énergie de déformation de la poutre au moment de la collision, est 
déterminée par la formule 


1 17 FH 2 1 
SO 
2g 35 2 £ ie 17 > 
35 Q 
Introduisant la notation 
2 
To — OH = Cv , 
2g 
on peut présenter la formule (21.31) sous la forme 
To 
T = ——— : (21.32) 
ie 17  >F 
35 Q 


La contrainte dynamique maximale, d’après la formule (21.25), 
se détermine après la substitution de T à 7, par 


«il 
[Si] 
[er] 


ou, si l'on tient compte de (21.32), 


k Es 1 - 1 - LL (21.33 
O = 0 AE ST te pa , , 
dmax dStmax 4W L O?P ( a a 72] 
35 © 
où 
967,EJ 
ka=1+ |f1+ — T7 (21.34, 
e(.+ 7.7 
35 © 


Tableau 50 


Valeurs du coefficient &« tenant compte de la masse de l'élément soumis 
au choc dans la formule du coefficient de dynamicité 


di 
Ho: | SU + x°) à gô (I + 2° B) 


H — hauteur de la chute libre du corps; » — vitesse du corps en chute 
libre au début de la collision; à,, — déformation de l’élément élastique 
qui subit le choc dans le cas où la charge est appliquée statiquement et 
égale au poids de l'élément en chute libre; 8 = Qei , Où @e, — poids 
de l'élément tombant, Q — poids de l'élément en chute, g — accélération 
de la force de pesanteur 


Schéma de l'élément élastique | 
et mode d'appliation | 2 


de la charge 


a ——— EE 


F+F+VFF 


Schéma de l'élément élastique 
et mode d'application 
de la charge 


Suite 


2+4n— 17 — 67 + 35° 
105 (1 — r)° 


8 + 7 (140 + 231 n + 99 rm) 


420 (1 + n} 


105 — 105 n + 3575 — 217 


14075! 


U-2Un-4n+8m-n" 
35m (57—4-n) 


359 


Suite 


Schéma de l'élément élastique 
et mode d'application a 
de la charge 


_3+n-r | 
140 rm (1 — n)° 


ho 
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CHAPITRE 22 


Contraintes de contact 


8 119. Notions générales et formules 
pour la détermination des contraintes 
et des déformations de contact 


Les contraintes et les déformations engendrées lors d’une pression mutuelle 
de deux corps en contact sont dites de contact. Sans pouvoir se déformer 
librement en l'endroit de contact le matériau se trouve dans un état de 
contrainte volumique (fig. 361). Les contraintes de contact portent un 
Caractère purement local et diminuent sensiblement dès qu’on s'éloigne 
de l'endroit de contact. Elles acquièrent une importance toute particulière 
lors des calculs à la résistance des pièces telles que roulements à billes ou 
à rouleaux, engrenages, roues du matériel roulant des chemins de fer, 
rails, etc. 

H. Hertz fut le premier à résoudre cn 1881-1882 les principaux pro 
blèmes relatifs aux contraintes et aux déformations de contact à l’aide 
des méthodes de la théorie de l’élasticité. 


FIG. 361 


Nous donnons ci-bas quelques formules permettant de déterminer 
les contraintes de contact, établies en partant des hypothèses suivantes: 

1) les contraintes dans la zonc de contact ne dépassent pas la limite 
d'élasticité; 
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2) les aires de contact sont insignifiantes par rapport aux surfaces 
des corps en contact; 

3) les forces de compression réparties sur la surface de contact sont 
normales à cette dernière. 
Compression des billes. Le rayon de 
l'aire circulaire a (fig. 362) qui se forme 
en l'endroit du contact sous l'effet de 
la compression mutuelle (par une force 
P) de deux corps sphériques de rayons 
R, et R, et dont les modules d'élasticité 
sont respectivement E, et E, s'obtient de 
la formule 


TOOL 
RATE EE 

a = 0,88 |, P-———<. (22.1) 
J 1. i 
| R Re 


P 


Les contraintes normales (de com- 

FIG. 362 pression) sur l'aire de contact sont 
réparties selon une hémisphère. La contrainte maximale, coïncidant avec 
le centre de l'aire de contact, peut être déterminée par la formule 


3 
DS pepe. 
P EY E; (R; — R:)° 
= — em — 15 = — 0,88 | ap Re Fe 
Ta 


(E+E* RIR 
(22.2) 


Les deux autres contraintes principales au centre de l'aire de contact sont 


O1 = O2 = — 0,8 |Gmar:- 


Grâce à l'état de contrainte volumique du matériau au centre de 
l’aire, où toutes les trois contraintes de compression sont pratiquement 
identiques, le matériau y peut supporter, sans apparition de déformations 
résiduelles, de pressions fort importantes atteignant, par exemple, selon 
la quatrième théorie de résistance, &,,,, = Socc. Ainsi, pour l’acier dont 
Ope — 10000 kgf/cm°, o%:, atteint 50000 kgf/cmi. 

Le point le plus dangereux dans la zone de contact se trouve sur 
l'axe z, à une profondeur approximativement égale à la mi-longueur 
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du rayon de l'aire de contact. Les contraintes principales en ce point sont 
T1 = = — 0,180 na: : Ja — — 0,86 max» (22.3) 


OÙ Cmax S’Obtient à partir de (22.2). 
Contrainte maximale au point le plus dangereux 
O1 => Oa 
re — 5 = 0,310 5. (22.4) 
Les contraintes maximales qui appa- 
raissent dans l'aire de contact sous pres- 
sion de la bille sur une surface concave 
de rayon R, (fig. 363) s’obtiennent à l’aide 
de la formule (22.2), en affectant R, 
d’un signe inverse 


3 
FT DES, sn à 
E1E2 (R—Ri) 
Cnax — 0,388 a A. 2,3 | 
(E,+E,) RŸ R5 _ 
(22.5) 


Lorsqu'un corps sphérique de rayon À, = R se trouve en contact 
avec une surface plane (fig. 364) les contraintes se déterminent à l’aide 
de la formule (22.5), en y posant R, = ©: 


3 
E? LÈ 1 
Gus = 0,388 JR ae (22.6) 
(E, a E,}ÿ R° 
Compression des cylindres. Lorsque deux cylin- 
p dres sont comprimés par une force uniformément 


répartie qg de façon que le contact se réalise d’après 
les génératrices parallèles (fig. 365), la largeur de 
l’aire de contact rectangulaire s’obtient de la formule 


1 1 
RGEE ER 
/ Æ E, 
b=215 |} 95 —{. (22.1) 


FIG. 364 RkR  R 


La contrainte maximale agissant dans les points appartenant à l'axe 
de l’aire de contact se détermine à l’aide de la formule 


EE Mk 
Gmax = 1,27 _ — 0,418 V2 SE. (28) 
LT 172 


Le point le plus dangereux dans la zone de contact se trouve sur 
l'axe z à une profondeur égale à 0,4b. Les contraintes principales en ce 
point sont: 


O1 = — 0,180c,,,,; 
G2 = — 0,2880,,,; (22.9) 
O3 = — 0,7806,4- 


q 
pans? nn Fe qu 
| 
EE — 
EEE — 
sl 
st ne | 
À 
EE 
a 
————_—_—_—_—_— 
g 


FIG. 365 
La contrainte tangentielle maximale au point le plus dangereux est 
Tmax FF 0,36 axe (22.10) 


Remplaçant dans la formule (22.8) le signe de R, par son contraire, 
nous obtiendrons la contrainte pour le cas de la pression d'un cylindre 
sur une surface cylindrique concave 


._. EE R-R _ 
Gmax = 0,418 |) 29 (22.11) 
17 L 1° Àe: 


Lorsqu'un cylindre de rayons À, = R et une surface plane sont en 
contact, on trouve, en posant dans (22.8) R, — %, 


2q E 
Gnax = 0,418 — a. (22.12) 


E+E 

Bien que les formules ci-dessus soient établies pour un coefficient 
de Poisson # = 0,3, on peut les utiliser dans les calculs pratiques pour 
d’autres valeurs de y. 
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Dans le cas général de contact de deux corps faits en un même maté- 
riau qui sont sollicités par une force P agissant dans la direction de l'axe z 
(fig. 366) et qui se touchent suivant le plan 48 lorsque les rayons de 

LA . 

courbure sont p, et p1 pour le premier corps et p, et 
P2 pour le second (on suppose que p, < P1, Pa < P2), 
les demi-axes de la surface de contact elliptique ainsi 
formée sont donnés par les formules P 


a 
3P(1 — ji) | ay 
= (2) 1) 
Le | 1 1 i | ET | ANA 
E DCE M Dr 
Pi Pi Pa pe 


TRES © RUE 
PE LA = 02.14) 


E RE 
"ES . TUE FIG. 366 


où z est le coefficient de Poisson. 
Nous donnons ci-bas certaines valeurs des coefficients « et f en 
fonction d'un angle auxiliaire y calculé à l’aide de la formule 


NTM TERME TENTE 
< _-—|+{- -)+2 — — -, || ——- {cos2p 
Pi P; Pa Pa Pi P, /\Pz Po | 


2 —— _— 


RS I I 


© 


(22.15) 


où y est l’angle entre les surfaces de courbure principales des corps qui 
renferment les rayons p, et p.. Les signes dans la formule (22.15) sont 
choisis de façon à ce que la valeur de cos y soit positive. 


v° 2 B v° 2 b 
20 3,778 0,408 60 1,486 0,717 
30 2.731 0,493 65 1,378 0,759 
35 2,397 0,530 70 1,24 0,802 
40 2,136 0,567 75 1,202 0,846 
45 1,926 0,604 80 1,128 0,893 
50 1,754 0,641 85 1,061 0,944 
55 1,611 0,678 90 1,000 1,000 
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La contrainte maximale au centre de l'aire de contact est 


P 
Omax — 1,5 ch : (22.16) 


Le point le plus dangereux se trouve sur l’axe z à une profondeur qui 
b 

dépend du rapport — : 
a 


La contrainte tangentielle maximale ne dépend pas de ce rapport 
et est égale à 


Tax = 0,32G max (22.17) 


Comme il résulte des formules examinées plus haut, les contraintes 
de contact dépendent des propriétés élastiques du matériau ct ne sont 
pas une fonction linéaire de la charge, de sorte que leur augmentation 
soit plus lente que celle de la charge comprimante. Ceci s’explique par 
le fait que lorsque la charge augmente, les dimensions de l'aire de contact. 
le font aussi. Dans le tableau 51 on donne les formules pour la déter- 
mination des paramètres du contact de deux corps (coefficients 4 et B 
de l’équation de l’ellipse de contact, dimensions de l'aire de contact, 
contrainte de contact maximale a. et rapprochement mutuel 4). Pour 
faciliter les calculs à l’aide des formules du tableau 51, on trouvera dans 
le tableau 52 les valeurs des coefficients qui rentrent dans ces formules, 
notamment #,, #5, Hh, 4 en fonction du rapport de 4 et B. 


8 120. Contrôle de la résistance 
aux contraintes de contact 


Pour contrôler la résistance aux contraintes de contact on fait appel 
à la troisième ou quatrième théorie de la résistance: 


déqun — 1 — O3 < (ol; 


1 
Oéq 1y — ÿ [Co — 03) + (c> — o3)° + (03 — 61)? < (o]. 


Mettant dans ces formules o,, a, exprimés par &,,, au centre de l’aire 
de contact, écrivons la condition de la résistance sous la forme 


Oég — MO max < [0], (22.18) 


d’où l'on tire 
I 
Omax < FA lo] — [o Jconts 


{o] Le 

où [olcons = — est la valeur admissible de la contrainte maximale 
m 

à l'endroit du contact. Les valeurs du coefficient "#1 en fonction du rapport 


e e s b 9 e 
des demi-axes de la surface elliptique —- sont données ci-après: 
a 


_b_ OT ET Jéq iv 
Mm= --—— M= —— 

a Omaz Omaz 
1 (cercle) 0,620 0,620 
0,75 0,625 0,617 
0,50 0,619 0,611 
0,25 0,646 0,587 
0 (bande) 0,600 0,557 


Pour calculer la résistance des éléments de structure à l'endroit du 
contact il est à recommander de procéder comme suit: 

1. Déterminer les rayons de courbure principaux des corps en contact 
Pis Pj Pa, P,, ainsi que l'angle y entre les surfaces de courbure prin- 
cipales. 

2. En recourant aux formules (22.13) et (22.14) et en tenant compte 
de (22.15), calculer les dimensions des demi-axes de la surface de contact 
elliptique. 

3. À l'aide de la formule (22.16) calculer o,,.., ; dans le cas d’une surface 
circulaire ou rectangulaire on le fait respectivement à l’aide de (22.2) 
ou (22.8) sans calculer l'aire de contact. 

4. Les calculs de résistance se font également à l’aide de la formule 
(22.18) tout en déterminant la valeur de #7 à l’aide du tableau ci-dessus. 
Dans le cas présent il est à faire appel à la quatrième théorie de la 
résistance. 

5. Pour les roulements à billes ou à rouleaux [o]..,, = 35 000 à 
50 000 kgf/cm*, pour l’acier à rail, 8000 à 10 000 kgf/cm:. 

Dans le tableau 53 sont données les pressions maximales admissibles 
pour les aires de contact dans le cas où le contact initial se fait suivant 
une ligne (#1 — 0,557) et le chargement porte un caractère statique. Si 
le contact initial n’a lieu qu'en un point, la valeur de [o]..n, doit être 


augmentée de 1,3 à 1,4 fois. 
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Formules de calcul pour la détermination des paramètres de contact de 
deux corps 


Coefficients de 
nequeton de 
ct Fa Dimensions de l'aire de contact : 


Schéma du contact 


Ri + RAR + Ri 


a = b = 0,9086 < 


2R; Rs 2Ri1R: a 

Deux corps sphériques À 
. RiR: 1-7 1-2 

& Ri+R:il E E, 

si E = E,=E 

| 8 

a=b=1,109 EE RiRi 
EE OR +R: 
P 


R: Er R; 
2R:1R:e 


R: — Ri 
2R:R3 


a = b == 0,9086 x 


R:Ri 17 1-14 
xU P = + 
R: DE Ri E; E; 


Bille et surface sphérique concave 


”, é 


| 
Rs>Ri 


Tableau 51 


. 4 Rapprochement mutuel des co en 
Contrainte maximale, Omax PP contact, 4 dis 


(ee) 8 
0,5784 EE) : | R,+ © at 1 | 


Es F° 
| = > R:R: E; Ei 
E; E; 
et pt, = Ha = 0,3, alors 
3 
n 
R Ras RR 
I 
MAX T = — Omnnzs 
3 


max ©, = 0,133 oz 


0,5784 x 0,8255 x 
8 D 
ne D Bas a 1 
ee =) : Fe R-R 1 Er 1— jp 
p 2 Ris R;Ra E, Es 


[= a) 
+ 
E; Æi 


et Ha = la = 0,3, alors 
8 


0,388 Pre (es) 121 OS JE — R; 


AA 


I 
max tr = _ Crnux 


max 01 = 0,133 Onaxz 


49-10 769 


Coefficients de 
l'équation de 
l'ellipse de con- 
tact 


Dimensions de l'aise de contact 


Schéma du contact 


a = b = 0,9086 


HER 


 e Fa 3 a=1,145n x 


2R, | 
x |: P R:Ra 1-7 ” 1} 
+1) 2R;3tR; EE EL, 
Corps sphérique et cylindre . b=1,145n x 
dt x ] pRiRi_ [l-1i & 11 
R 2R+ RE, E, 
si E, = E=E et 
q : 
a=1,397n, PUR 
2R; + Ri 
ÿ 
P 
R,R 
= 1,397 ne ee Mile 
R>R; 2R; + R; 
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Suite 


Rapprochement mutuel des corps en 


Contrainte maximale, Cnax contact, 4 


et pu, =, = 0,3, alors 


3 
1 3 
0,388 re 


1 
max r Tate 


max 01 = 0,133 onax 


0,365n, x 0,655 ny X 
3 3 NS 
ni x D — H} + 
RiR: RiRs E, 
x P 


ba = ht = 0,3, alors 
0,245 Ah 


CRE Perf = 0,977 ny TE | J 2e 


—— Coefficients de 


Schéma du contact 


l'équation de 
l'ellipse de con- 


Corps sphérique et surface 
cylindrique concave 


P 


(2 
R,>R: 


Corps sphérique et couloir cireu-| _ __— 


laire (palier à billes) 


R>R 


tact | Dimensions de l'aire de contact 
A | B | 
LC I a=1,145na X 
2 R; 2R; 3 
2) MAC 
; 2R, -R,; E, E, 
b=1,145 n X 


, | pre fit 1-4 
2R-R\ E, FE, 


si E, = E, = et 
de 
a = 1,397 ÿ# Re 
E 2R: —-R; 
8 
VÆ RiRs 
b—1,397n8 E 2R-R, 
(2 Rs a=—1,145n%X 
2 LR A : 
PL pli 1-4 
R/| FE. 
3: » 
x a 
2. 2h. 
R; Rs R; 
b—1,145 ne x 
D 
1—pi 1-71 
—-- + 
x P E Er _ 
COURS RES 
| R: R: Rs 


Suile 


Rapprochement mutuel des corps en 


Contrainte maximale, Onaz | contact, 4 
0,365 np X 0,655 n4 x 
3 ———— — —— 3 
(=) J'pa 28s = 8; Int, | 
P NE RiRs 7 ” RiRs E 
| int 1-8 | 
+ . 8 
E : rPY2R —R, 
E R,R: 


0,365 np X 0,655 n4 X 


Coefficients de 
l'équation de 


l' lli 1 e_ 
Schéma du contact CPE Pine El aire 
| 4 | 2 
Si EE, =E 
3 : 
P 
a=1,397n;s D e 
S- + = Le + 
R  Ri R; 
3 - 
| P 
E 
b = 
1,397 no 5 ; | 
EE REA 
Fer R; R R; 
( (: a = 1,145 na x 
2 ù 2 à 1j ur 
Re re : 
> —— + er 
= x E Ei 


Roulement à rouleaux 


Er a 
L Ÿ / Er. Es 


a — 
, 


e-_—— — — ———— — 


LA Ra R; R, 
si E, = E;=E 


8 
P_ 
1,397n = 
a=li, a 
arr 
R;1 Ra Ra Ri 
3 EE 


b = 1,397 ñp 


: R: R: - LA R, 
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Suite 


Contrainte maximale, Onaz RE des 


et = Ha = 0,3, alors 


3 CN EOPSCIDRDEE DEEE 
— 0,977n, (5 E Seb a) 
0,245 np PE (+ ne — EJ\R R R,; 


R: R: R: 


EE 0,365 np * 0,655 n4 * 
3 
Dites 
R R R R PER re) 
” P = 2 — R; R: R R: 


et sr = 1 = 0,3, alors | 
3 


2 D RS 
15 RON LE Re RS VE) 
SR E R, R R  R 


Coefficients de 
l'équation de 


Schéma du contact l'eipse de | Dimensions de l'aire de contact 


i ] a =1,145n, x 


b=1,145 ns x 


8 

| RE: ( 1 = 

xUP he 
Ri+R; E; E; 


Pour 


a = b = 0,9086 x 


, ft La 
Cylindres à axes orthogonaux « Jr u3 : | 2) 


Q 
f 
%œ 
Ù 
8 dé 
à 
# if ÎE 
| 


Suite 


Contrainte maximale, ©nsz 


Rapprochement mutuel des corps 
eu contact, 4 


0,365 np X 
en) 
R,R 
P ass z 
(== 1-1] 
+ 
E; Ei 
ir 
m (= 1—u? }* 
0,5784 " 2} 
E; 


vu alors 


0,245 np CE 
R;R3 


R=R =R 


3 ce mm 

2 

0,388 fr 2) 
R 


0,655 n4 X 
s 


x IEEE [= : | 
RiRs E; Es 


3 
n Ra C] 

0,8255 = | + —.] 
R E, £E 


0,977 n4 (BE LS 
13 


1,231 BE — 
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Coefficients de 
l'équation de 


Schéma du contact one Dimensions de l'aire de contact 
A | 8 
—  |1 2 + Mi-largeur de la bande de contact 
R b=1,128 x 
1 ) EE 
P R,R 1— 1 
| Cylindres À axes parallèles X |] — du | rm + “] 
1 Ri+ Ri Es 
Pour 
b = 0,798 x 
) x l'E 1 L 121 =) 
I E; E: 
| SiE =E=E €! 
b = 1,522 IE _ RR 
IE R, +R: 
Pour 
b = 1,076 PR 
- fifi Mi-largeur de la bande de 
Cylindre et cavité cylindrique 2 (e contact 
à axes parallèles : b = 1,128 x 
à) IE R:R: Ë — pi? 1 
Ki + 
UR,—-R\ E FE 
SiE, =EÆE, = E et 
b = 1,522 JE RM A OE 
IE Rs —R 


Suite 


: . Rapprochement mutuel des corps 
Contrainte maximale, Onsz : en contact, 4 


0,5642 X 2P 1 — y? 


R1it Re al E, 


 —— 1 —# 
1 1—n 1 — j} < 3 (1° 2R: +o4v)] 
E, b 


2R; 
ln — + 0,407) + 
b 


_ LS (1° 2R , 0,407) ÿ 
IR al b 


1 — un? 1: — 
Hi + ui | — pl ” I — 1} 

E E : E E 

Ba = /t3 = 0,3, alors s : 
PE R: + R 0,5796 7 In 

0,418 | —— —"" JE 

RR: 
| 
R=R=R 0,5796 _ (is _ + 0,814) 
E 


bt 


Ris 0,814) 
b? 


Hi = Hg = 0,3, sir 
0,418 | — Ri — R 1,82 (1 — 1nb) 
Ü Ris IE 
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Coefficients 


NOR 
e l'elli Lo : 
Schéma du contact de ir Dimensions de l'aire de contact 
Cylindre et surface plane — | 1 Mi-largeur de la bande de contact 
2R b=1,131 x 
EE REET 
I FE; E: 


Si Es EE =E et 


PR 
b = 1,526 [ 


Deux corps délimités par des surfaces Grand demi-axe de l'ellipse 
courbes et contractant avant la dé- 8 
formation en un point a  —_— 
= 13 
SR (2 Ë u} a Je 
2 \E,; Es JEKk 
Petit demi-axe de l'ellipse 
8 EE 
nu? 48 
b=n8 V2( "1 + : Je 
2 E; E;, JÈk 


P — charge; E — module d'élasti- 
cité: u — coefficient de Poisson; 
1 et 2 — indices du premier et 
du second corps respectivement; 
Zk—somme des courbures 
principales des surfaces des 
corps en contact à l'endroit du 


contact initial 
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Contrainte maximale, onsz 


P 
IR 
0,5642 s x 1 
pe cs 
E; E; 
Us = Ua = 0,3, alors 
PE 
0,418 TR 
8 
3 Ek ; 
np L2 2 P, 
: 1H 1-4 
E; E; 
avec lp = 
fa ñnp 


Suite 


Rapprochement mutuel des corps 
en contact, 4 


[La diminution du diamètre du cylindre entre 
:deux faces comprimant le cylindre, compte 
tenu des déformations de contact et gé- 
nérales 


4D = 1,159 2 (041 +in +) 
IE b 


I 
ns 
4 - 
8 
] 
9 1—-x 1 —y 
x GE A | pi 34 

4 E; Ei 
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Valeurs numériques des coefficients #,, 74, np, 11, 


Tableau 52 


182 


| np | ñ 4 
0000 | 1,0000 
9999 0,9999 
9997 l 0,9997 
9992 0,9992 
9985 0,9985 
9974 0,9974 

0,9960 0,9960 
0,9942 0,9942 
0,9919 0,9919 
0,9890 0,9389 
0,9853 0,9852 
0,9805 0,9804 
0,9746 0,9744 
0,9669 0,9667 
0,9571 0,9566 
0,9440 0.9432 
0,9409 0,9400 
0,9376 0,9366 
0,9340 0,9329 
0,9302 0,9290 
0,9262 0.9248 
0,9219 0,9203 
0,9172 0,9155 
0,912! 0,9102 
0,9067 0,9045 
0,9008 0,8983 
0,8944 0,5916 
0,8873 0,8841 
0,8766 0,8759 
0,8710 0,8668 
0,8614 0,8566 
0,8507 08451 
0,8386 0,8320 
0,8246 0,8168 
0,8082 0,7990 
0,7887 0,7775 
0,7774 0,7650 
0,7647 0,7509 
0,7504 0,7349 
0,7338 | 0,7163 
0,7144 0,6943 
0,6909 0,6675 
0,6856 0,6613 
0,6799 0,6549 
0,6740 0,681 
0,6678 0,6409 
0,6612 0,6333 
0,6542 0,6251 
0,6467 0,6164 
0,6387 0,6071 


A 

# ra 
0,02962 3,890 
0,02737 4,014 
0,02508 4,156 
0,02273 4,320 
0,02033 4,515 
0,01787 4,750 
0,01533 5,046 
0,01269 5,432 
0,009934 5,976 
0,007018 6,837 
0,003850 8,609 


ñnb | np 
0,4080 0,6300 
0,4014 0,6206 
0,3942 0,6104 
0,3864 0,5990 
0,3777 0,5864 
0,3680 0,5721 
0,3568 0,5555 
0,3436 0,5358 
0,3273 0,5112 
0,3058 0,4783 
0,2722 0,4267 


Suite 
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Tableau 53 
Pressions admissibles sur la surface de contact lorsque le contact initial 


se réalise suivant une ligne et pour une sollicitation statique 


Nuance de 
l'acier 


Limite d’écrouis- 
sage temporai- 
re, kgf/mm' 


Dureté d'après | Pression maximale admissible sur 
l'aire de contact [o].one, kgf/cm! 


l'échelle de 
Brunell 


180—207 
187—217 
170 —241 
170 —241 
197 —255 
197-255 


8500 — 10500 
10000 — 13500 
10500 —14000 
11000 —14500 
10500 — 16000 
12000 — 14500 
13500 — 16000 

38000 


8000 —9000 
9000 — 10000 
10000 — 1 1000 
11000 — 12000 
12000 — 13000 
13000 — 14000 


ANNEXE 


Neuf nouvelles analogies 
en résistance des matériaux 


Examinons neuf nouvelles analogies se basant sur l'identité des équations 
différentielles que l’on rencontre dans les problèmes de calcul des barres: 
détermination des efforts et déplacements axiaux en traction-compression; 
des déformations et déplacements angulaires en torsion; des déformations 
angulaires et déplacements linéaires de glissement en cisaillement; des 
efforts tranchants généralisés et des moments fléchissants, des angles de 
rotation et des flèches en flexion. 

Analogie 1. Les problèmes de détermination des efforts et déplacements 
axiaux en traction-compression d'une barre sont équivalents aux problèmes 
de détermination des efforts tranchants généralisés et des moments fléchis- 
sants dans une poutre en flexion correspondante. Les conditions d'équi- 
valence et de correspondance sont 


n(x) 
EF(x) = — q(x), (A.1) 
N(x) . 
EF® © Q0*(), (A.2) 
u(x) 2 Mn). (A3) 


Ici n(x) est l’intensité de la charge longitudinale répartie; g(x), intensité 
de la charge transversale répartie; M(x), effort axial; EF(x), rigiditéen 
traction-compression; Q*(x), effort tranchant généralisé, Q*(x) = O(x) + 
+ mx); u(x), déplacement longitudinal; Af(x), moment fléchissant; 
mx), intensité de la charge momentanée répartie. 

Ansalogie 2. Les problèmes de détermination des efforts et déplacements 
axiaux dans une barre en traction-compression sont équivalents aux problèmes 
de détermination des angles de rotation et des flèches dans une poutre en 
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flexion correspondante. Les conditions d'équivalence et de correspondance 
sont: 


n(x) ee. AI(x) | 


EF ‘ EJW' (A4) 
ALSRERre | (A.S5) 
EF(x) . | 
u(x) & (x). (A.6) 


Ici EJ(x) est la rigidité en flexion; (x), angle de rotation, w(x), flèche. 

Analogie 3. Les problèmes de détermination des déformations angu- 
laires et des déplacements linéaires de glissement dans une barre en cisaille- 
ment isolé sont équivalents aux problèmes de détermination des efforts et 
déplacements axiaux dans une barre en traction-compression correspondante. 
Les conditions d’équivalence et de correspondance sont: 


q@)k _. nn), 


GFQ 2 EFO * (A.7) 
PCR 

7x) <— EF(x) , (A.8) 
v(x) à (x), (A.9) 


où GF(x) est la rigidité en cisaillement; &, coefficient reflétant la distribution 
inégale des contraintes tangentielles sur la hauteur de la section, :(x), 
cisaillement relatif (déformation angulaire); v(x), déplacement linéaire 
de glissement. 

Analogie 4. Les problèmes de détermination des déformations angu- 
laires et des déplacements linéaires de glissement dans une barre en cisaille- 
ment isolé sont équivalents aux problèmes de détermination des déformations 
et des déplacements angulaires dans une barre en torsion correspondante. 
Les conditions d'équivalence et de correspondance sont traduites par 
les formules suivantes: 


q(n) Kk m(x) | 


GF(X) <— GI) » (A.10) 
7) & 0(); (A.11) 
(x) & gQ), (A.12) 


où m,(x) est l'intensité de la charge de torsion répartie; {GJ,(x), rigidité 
en torsion; O(x), déformation angulaire (angle de torsion relatif); g{x), 
déplacement angulaire (angle de torsion). 
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Analogie 5. Les problèmes de détermination des moments de torsion 
et des angles de torsion dans une barre en torsion sont équivalents aux pro- 
blèmes de détermination des efforts tranchants généralisés et des moments 
fléchissants dans une poutre en flexion correspondante. Les conditions de 
correspondance ct d'équivalence sont: 


MO 2 — g0: A3 
GIE = GX); (A.13) 
M,(x) ie 

GJ(D <— Q (x); (A.14) 
e(x) 5 MO», (A.15) 


où M,(x) est le moment de torsion. 

Analogie 6. Les problèmes de détermination des efforts et déplacements 

axiaux dans une barre en flexion-compression sont équivalents aux problèmes 

de détermination des moments de torsion et des angles de torsion dans une 

barre en torsion correspondante. Les conditions de correspondance et 
d'équivalence sont 

n(x) m(x) 
—> e. 


EF(x) “ GI 
N(x) . M,(x) | 
EF “ GJ(D” 
x) à gx). …  (A:18) 


Analogie 7. Les problèmes de détermination des déformations angu- 
laires et des déplacements linéaires de glissement dans une barre en cisaille- 
ment isolé sont équivalents aux problèmes de détermination des efforts 
tranchants généralisés et des moments fléchissants dans une poutre en flexion 
correspondante. Les conditions d'équivalence et de correspondance sont: 


(A.16) 


(A.17) 


a Le on. 

Gr 2 q*(x); (A.19) 
v(x) 2 M(X); (A.20) 
70) 2 Q*(»). (A.21) 


Analogie 8. Les problèmes de détermination des déformations angu- 
laires et des déplacements linéaires de glissement dans une barre en cisaille- 
ment isolé sont équivalents aux problèmes de détermination des angles de 
rotation et des flèches dans une poutre en flexion correspondante. Les condi- 
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tions de correspondance et d'équivalence sont traduites par les formules 


suivantes: 
60, 0 (A.22) 
GF EJ 
v(x) & w(x); (A.23) 
70) & 20). (A.24) 


Analogie 9. Les problèmes de détermination des moments de torsion 
et des angles de torsion dans une poutre en torsion sont équivalents aux 
problèmes de détermination des angles de rotation et des flèches dans une 
poutre en flexion correspondante. Les conditions de correspondance et 
d'équivalence sont: 

m (x) : M(x) U 


> . (A.25) 
GJ(X) EJ(») 

M,(x) 7 | 

GIE 2 a(x); (A.26) 
e(r) 2 vx). (A.27) 


Illustrons quelques-unes de ces analogies sur des exemples appropriés. 


Exemple 1. Une barre prismatique lourde se trouve sous l’action de 
la pesanteur qui se présente comme une charge axiale uniformément répartie 
d'intensité n(x) = ;F (fig. 367, a). Ici F est l'aire de la section transver- 


L sl 
2E 


Heu 


Ï 


All 
le 


u=0t =0 
a b c d 
FIG. 367 


sale; y, poids volumique. Nous nous servons dans ce cas de l’'analogie 1. 
Dans la barre examinée les conditions limites sont: pour x = 0, u — 0 
et pour x = /, u = 0. Conformément à (A.3), la barre correspondante 
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doit être choisie de telle façon que les moments fléchissants aux extrémités 
s’annulent. A cette condition satisfait une poutre à deux appuis (fig. 367, b). 
En accord avec (A.1), la charge fictive pour cette poutre est q(x) = 
F: a 
=— Le = — = où E est le module d'élasticité. II suffit mainte- 
nant de construire pour cette poutre correspondante (fictive) deux dia- 
grammes dus à la charge fictive: celui des efforts tranchants (fig. 367, c) 
et celui des moments filéchissants (fig. 367, d). Le premier diagramme 
N(x 
représente, conformément à (A.2), le diagramme des efforts axiaux — | 


le second, le diagramme des déplacements axiaux. 


Exemple 2. Une poutre prismatique lourde encastrée à l'extrémité 
supérieure (fig. 368, a) se trouve sous l’action de son propre poids. Dans 
ce cas aussi on peut se servir de l’analogie 1. Les conditions limites 
sont: pour x = 0, N = 0; pour x = /, u = 0. Dans ce cas, la poutre 
correspondante doit être choisie de telle façon que l'effort tranchant à 
l'une des extrémités et le moment fléchissant à l'autre s'’annulent. La 
poutre correspondante est montrée sur la fig. 368, b. Le diagramme de Q(x) 


N 
correspond (fig. 368, c) à celui de es lc diagramme d: AM(» 
(fig. 368, d), à celui de (x). 
4 


FIG. 368 


Exemple 3. Pour la barre représentée sur la fig. 369, a on se servira 
de l'analogie 2. Conformément à (A.6), les conditions limites dans la 
poutre correspondante doivent être telles que les flèches s'annulent aux 
extrémités. À ces conditions répond la poutre représentée sur la fig. 369, 6. 


5 M 
En accord avec (A.4), Le EJ représente une charge momentanée 
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et les diagrammes de OQ(x) (fig. 369, c) et de A£(x) (fig. 369, d) dus à cette 
charge seront donc les diagrammes des angles d’inclinaison et des flèches 


N(x 
qui sont à leur tour les diagrammes de ee et de u(x). 


| Mix) W(X)=U(X) 


FIG. 369 


Exemple 4. Un arbre rond encastré à ses deux extrémités est soumis 
à la torsion par des moments de torsion uniformément répartis d’intensité 
m, (fig. 370, a). On se servira dans ce cas de l'analogie S. Les conditions 
limites dans l'arbre sont: pour x = 0, p = 0 et pour x = //, p= 0. 
Conformément à (A.15), dans la barre correspondante les moments 
fléchissants doivent s'annuler aux extrémités. Cette barre est montrée 


mx) 


sur la fig. 370, b. La charge fictive sera g(x) — FTAR Conformément 
MX 


GJ, 
(fig. 370, c); le diagramme de Af(x), à celui des angles de torsion g{x) 
(fig. 370, d). 

Exemple 5. Un arbre à gradins (fig. 371, a) est soumis à la torsion 
par deux moments concentrés. La fig. 371, b montre la poutre correspon- 
dante de section transversale constante. Cette poutre correspond, de par 
ses dimensions longitudinales et le mode de mise en charge, à l'arbre 
donné mais avec les valeurs des longucurs réduites, autrement dit, les 
tronçons réduits ont des échelles différentes (fig. 371, b). Ici J, et J,sont 
les moments d'inertie polaires des sections de l’arbre, à gauche € et à droite. 
Pour résoudre le problème il ne reste maintenant qu’à construire deux 
diagrammes: celui de Q et celui de Àf (fig. 371, c, d). 


à (A.14) et (A.15), le diagramme de Q(x) correspondra à 
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Les autres analogies ci-dessus permettent elles aussi de résoudre 
toute sorte de problèmes. Ces analogies rendent sensiblement plus larges 
et efficaces les possibilités d'usage du présent aide-mémoire. Elles font 


21 2L 
ie se re 


La2m, 


a. 


din 
- | E à rl f D. re 


a FD NO 4 
d 


FIG. 370 FIG. 371 


également que tout un nombre de données concernant une quelconque 
des formes de l’état de contrainte et de déformation d’une barre peuvent 
servir à l'étude d’autres formes de déformations. 


Propriétés physico-mécaniques des matériaux {pour des calculs approxi- 
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Oéc.u — limite d'écoulement en traction; 

Co1  —limite d'écoulement conventionnelle en traction (défor- 
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21 (65) _ 6-17 2,2 — | 7,75 10,1 
17 (59) = _ 2,0 — | 7,75 10,3 
70 (80) _ 28 2,0 — | 7,9 |16,6-18,6 
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3 20. 0€ ce 
ea “à ê E 20 E © Ë E 
ë 3e ÉERS ES 
=" _ 5.0 
È nB< 2É 23 15 
| 
X12H 22T3MP Or = 135 | Gécair = 104 _ 
(3H696M, 911 33) 
(laminage, durcis- 
sement: 730°C, 
16h + 630°C, 16h) | 
Alliages réfractaires et 
(] 
GOST 5632-31 Ge = 92-109 Cécir = 66 _ 
X20I177T21I0P 
(911437) (austé- 
nisation à 1080°C) 
avec refroidissement 
à l'air, durcissement à 
750°C, 16b) 
RC6RK (trempe à Ge æ 100-107 Cécir = 88-94 _ 
1210-1220°C avec 
refroidissement à 
l'air, recuit à 
950°C, 2h) 
Métaux 
Tungstène (non- | Gr = 10,7 — — 
allié) °°°°° | 
Alliages de tungstène | 
W—15Mo®°eee Or = 17,5 = _ 
W—2Nbtsee Or = 23,4 _ = 
W—3,6Taveose y = 35 = = 
Molybdène Gr = 78 Cécir = 76 au 
Alliages de molybdène 
20°C Gir = 80 Cécur = 63 = 
B-Î {800"c oc, = 10 re = 
20°C Gr = 75 — 
BM-2 À1800°C où = 9 
20°C or = 43-60 
BM-3 À1800°C | a = 12-13,5 | 
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cu9/J8 | 
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UOssI04 | 
9P 3U31913J007 


3,3 (1,22) 
3, 
1, 
3 


«uW/J84 » 01 * : 
*(0)7,9u9 À | & | 
-1)SE19 P OINPON 


4,2(1,5) 


“ouonsou | ! 2 - 


atutu/35% | 


A 
‘(nUI0: quow»s 
51993394) J110104 

juowssuol|Yy 


49 (76) 
27 (78) 


11-24 

2,8(0,7-40) 
40-50 
(6.5) 


(10-21) 


20 (46) 
tenant à chaud 


réfractaires 
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q s — e 
9 e CE x 
# É E 8 o : E 8. 
. à 2 
$ 2BE S:$E 235 
a Eea ESS ES 
Niobium Or = 77 Cécitr = 60 _ 
Alliages de niobium 
20°C Cr = 75 Céc.tr = 70 — 
en-2{ 1500 aux = 8-10 ne : 
20°C Or = 75-80 _ _ 
BH-3 1 1500C où, = 12,5 5" s 
20°C Orr = B1 Céc.tr 73 = 
su-4{1500C = 17 D 5 
Fonte 
GOST 1412-54 
CU 12-28 Gir = 12 _ _ 
comp — 50 
Ori a 
CU 15-32 y 15 _ 2 
Gcomp — 65 
Ori = 32 
Tor = 24 
cu 18-36 CP Cu 18 —_ Site == 3,5 
Ocomp = 70 O1 —9,0 
Or1 = 36 
cu 21-40 Gr = 21 éc:tr = 0,750, T1 = 10 
Ocomp — 95 T1 = 8 
Gr1 = 40 
Ttor au 
cu 24-44 Grr = 24 Céc.tr Fe 0,750 ENT = 6,5 
Gcomp —= 100 O1 = 
Or1 = 44 T1 = ]0 
Tor = 30 
cu 28-48 Or = 28 Céc.tr D 0,750, Oatr = 7,5 
Ocomp = 110 Eu 
Ori = 48 T1 = {1 
Ttor = 35 
cu 32-52 CT = 32 Téc.ir Lend 0,850, ditr = 7 
Gcomp = 120 (Et = l4 
Ori = S2 T3 = 11,5 
. Tror = 39 
CU 35-56 ue = 35 Oacur = 0,8S0r | dj — 7,5 
Ocomp = 120 0 = 15 
on | = 56 1) =I1,S 


<a 
2e 
EN 


, © — . e S . © 
55 E SE |S |25 |s33 
55 2 Fe Se | = És £S 
© mA r- vs = 
RÉEN 2e 85 | 29% | Se | à n8e 
= 5 = = < Cie 
2356 Sa 54 8e É 36 &2* 
<E == ess 25 * & | Sa | 053$ 
20-25 _ 1,06(0,88) | 0,39 | 8,57 | 7,1 
(25-35) 
18-28 - — | 8,66 | 6,25 
16-20 _- = £ 
(40-70) 
- 40-43 _ — | - = 
16 (33) = ee œ 
24 (30) _ | — _ 
grise 
= 143-229 —  |0,8-1,5(0,45)10,23-0,27| 6,8-7,1| 10-12 
= 163-229 —  {0,8-1,5(0,45)/0,23-0,27| 6,8-7,1| 10-12 
= 170-229 —  0,8-1,50,45/0,23-0,27| 7,0-7,2| 10-12 
= 180-207 0,9  |0,85(0,45) |0,23-0,27| 7,2-7,3] 10-12 
_ 187-217 0,9  |1,1(0,48) (0,23-0,27| 7,25-7,4| 10-12 
1,0-1,2 170-241 1,0  11,2(0,52) |0,23-0,27| 7,3-7,4! 10-12 
1,0-1,2 187-255 1,0 1,3(0,56) |0,23-0,27| 7,3-7,4| 10-12 
1,1-1,3 197-269 1,1 1,45(0,64) |0,23-0,27| 7,3-7,4| 10-12 
51-10 801 


Matériau 


CU38-60 


Fonte blanche 


GOST 2176-43 
X 28 


X 34 


GOST 1215-59 

Fonte ferritique 
K430-6 
KU33-8 
K\U35-10 


KU37-12 


Fonte perlitique 
KU45-6 


KU50-4 


KU56-4 
KU60-3 
KU63-2 
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Cr 
Ori 
Otr 
Ori 


résistance, 
kgf/mmt, 
d'écoulement, 
de proportion- 
kgf/mmi 
Limite 
d'endurance, 
kgf/mmi 


v 
9 
2 
£ 
cs: 


Limite 
nalité, 


décur = 0,850 


Fonte résistant 


Oéc.comp”= 23 


à 
g 
à 


5 = 
et É Ë : L Ë 5 = L ME 
SE Se 8 T08 | 5 | + Écs 
LAN + be 2 < Se se TE 
cs 2 ù € eu 5! £ 2 D Ba 
9 = E ER . L= BR © DS D E  » 
<% A< CE 2 EX œ è œ 9 a © 

pm) 
Î 
1,2-1,4 207-269 1,0 1,6(0,7) L0,23-0,27 7,4-7,6 10-12 
à chaud 
| 
Æ 220-270 = = LE = = 
5 250-320 2 = | = | = 
malléable 
>6 (D) <163 1,2 1,55 (0,63) 0,23 7,2 10,5 
> 8 (9) «149 1,3 11,6 (0,64) 0,25 7,21 10,3 
>10 (11) <149 1.4 1,66 (0,65) 0,27 7,22 10,2 
> 12(13) <149 1,6 1,98(0,73) 0,36 | 7,24 | 10 
» 6 <241 +. _ ai a — 
> 4(3,5) «241 0,8 1,74(0,68) 0,28 7,3 10 
>4 <269 _ 2 _ = = 
>3 < 269 _ _ _ = = 
»>2 <269 _ _ _ - = 
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S 
a 2 € 
3 S On Ë NCA Eu 
# HET VVÉE NT 
M 22€ 32.9 £ 2%3E 
E EÈS ESSS ESS 
> 35£ JEAs SL'E 
Fonte à graphite 
GOST 7293-54 
BU 45-0 dr = 45-50 Oéeur = 35-40 0 _1 = 18-20 
camp = 150-160 
Or1 = 65-75 
Ttor —= 45-50 
BU 50-1,5 Oir = 50-60 Cécir — 40-50 01 = 20-22 
Gcomp — 170-180 ti = 17-21 
Ori = 90-100 
Ttor = S0-55 
BU 60-2 Cie = 60-70 Céc.uw = 42-55 01 = 17-23 
Gcomp = 200-210 T1 = 15-16 
Ori = 105-110 
Tor = 60-75 
BU 45-5 Gtr — 45-55 Oéc.tr — 32-42 O1 = 18-20 
Gcomp = 180-200 
Ori = 65-75 
Ttor == 40-45 
B'1 40-10 Cr = 40-55 Cécir = 30-40 01 = 25-28 
Geomo — 200-220 tr = 19,8 
on = 60-70 
Métaux 
Alliages d'aluminium, 
GOST 4784-65 
AIM Gr = 13 Cécair “ 5 O1 = 5° 
Tcis = 8 
AMr2M Gr = 19 Cécir = 8 0 = 12° 
Tets = 12,5 
AMr2IT Gr = 25 Cécir — 21 01 = 12,5° 
Teis = 15 
AAr6 Otr = 32 Oéc.ir = 17 be 
AMfr6Mf Cr — 30 Cécir = 15 — 
ZA1(0) Gr —=2i Oscar = 11 0 = 7,5° 
JAING et EC) Ge = 41 écrire — 25 0) = 12,5° 
Teis = 27 
O0) Ge = 22 Cécar “1! _ 
AS{S arc | or —46 RE . 
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Suite 


4 0] 
LC 
2Ÿ3 Ë 6 $ 
0 5 0 du © 3 83 
EL” .. 3 E 0 3.2 
du 23 Ë 6 5 DS .! CE RS 
ES 9 veE = E $4cÈ V2 
CET 5 8$ CL 20 o 2= 
LPS A A « à Z où * 0= X 
globulaire 
0,4-1,4 207-269 0,5-1,5 | 1,3-1,6(0,7) _ 7-7,5 | 10,6-11,4 
1.5-3,0 207-255 1,5-3 1,3(0,775) _ 7-7,5 | 10,6-11,4 
2-3 255-285 1,5-3 1,8(0,8) = 7-7,5 | 10,6-11,4 
5-10 173-207 2,5-8 1,3(0,7) — 7-7,5 | 10,6-11,4 
10-20 156-179 5-7 1,6(0,75) = 7-7,5 | 10,6-11,4 
non-ferreux 
de corroyage 
23 (70) 30 _ 0,71 (0,27) 2,73 24 
23 (64) 45 _ 0,71 (0,27) 2,67 23,8 
6 60 = 0,71 (0,27) 2,67 23,8 
24 _ = 0,7 2,64 24,7 
18 = _ 0,71 (0,27) 2,64 24,7 
18 (58) 45 : 0,71 (0,27) 2,8 22,9 
15 (30) 115 3 0,71 (0,27) 2,8 22,9 
15 (50) so _ 0,71 2,8 22 
— 105 _ 0,71 : 2,3 22 


t 


i . à 
5 J LU » 
a‘ e 
É HE 8 
3 g R -] 
# v*E #5 SE 
: Hé | ai | di 
De D 
È 3255 SE88 552 
A6, AI6N 
tôles plaquées Gr = 44 Oécir = 29 is 
(3 et EC) 
mi- f(3et EC) Gr = 52 Cécir = 38 O1 = 14° 
fa- Tels = 21-30 
bri- (0) Or 7 22 Céctr = 10 G_1 = 9° 
qués (C3) Or = 43 Céc.tr = 23 — 
tôles plaquées 
(3 et IEC) ir = 46 Cécair = 41 = 
profilés(3 et JIC) Cr = 42-50 O&cur = 40-14 _ 
AK4-I Gr = 43 Géc.ur = 28 co = 13e 
BY17 Grr = 49 Oéc.tr — 33 01 = 16,5° 
Alliages d'aluminium, 
GOST 2685-63 
AJI1 
coulé en sable Cr — 20 Céc.tr = 17 a, = 5,6° 
Tcie = 17 
traitement thermique Gr = 26 Cécir = 22 8 _1 = 5,6° 
TS Tcis = 22 
traitement thermique Cyr = 22 Céc.ir = 18 — 
T7 
coulé en coquille Gr = 30 Cécie = 26 oO, = 6,5° 
(traitement thermi- Tcis = 22 
que TS) 
AJI2 
coulé en sable Gr = 18 Cécir = 8 D, = 5,5°* 
Teis = 13 
coulé en moule Oy = Cécur = 9 G_, m7 
métallique tr éc.tr 1 
coulé sous pression Ge = 2 Oéetr = 12 _ 
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ÿês $ 
o © So 
Le 2 3£0 Ë 2 3 
E ES Bête ÊÈS 
CL 7 .— AU 
À 359 3£ RÈ 10$ 
AJI3 
coulé en sable Or —=17 Oéc.ir = 12 — 
traitement ther- Oy = 20 Cécetr = 17 = 
mique TS 
coulé en moule Gr = 2 Oécir = 12 _ 
métallique ee dis 
traitement ther- Or = 27 Céc.tr = 22 ou 
mique TS 
AJTS(traitement Oùw = 30 Oscetr = 17 O1 = 5° 
thermique T4) 
coulé en sable Tels = 23 
coulé en moule Or = 33 Cécitr = 18 ai 
métallique 
AJI9 
coulé en sable OC = 20 Cécitr = 11 0 = 4,5° 
(traitement ther- Teis = 135 
mique T4) 
coulé en sable Or = 24 Céctr = 21 — 
(traitement ther- fcts = 12 
mique T6) 
coulé en moule Or = 23 _ = 
métallique 
(traitement thermi- 
que T6) 
AJI!1 
(traitement ther- 
mique T2) Oy —= 22 Oéeitr = 15 81 = 6,5 
AJI13 
coulé en sable Cr = 17 Ofcitr = 9 O1 = 4° 
Tels = 14 
coulé en moule 
métallique Or = 20 décir = 10 — 
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3 
| |  £ès 
É SÉe vo à. 
_ RE 
É de | à HE 
es 3% De» Sn 
= 385 3688 552 
AJI1SB 
coulé en sable Or = 15 — _ 
traitement thermi- 
que TS Or = _— = 
coulé en moule 
métallique Or = 18 = = 
traitement thermi- 
que TS Ge = 22 — _ 
AJI19 (coulé en 
sable) 
traitement thermi- 
que T4 Gr = 32 Cécetr = 16 di = 7° 
traitement ther- Or = 37 Osc.ir = 22 CRE Le 
mique TS 
Titane et 
BT1 | Gr = 6l éc.t 47 Ji = 26 
OT4 Gr “= 70-85 Cécair = 55-65 _ 
BTS8 Gr "105-118 Cécitr = 95-110 O3 = 50 
Teis = 65-70 Opr "= 75-85 
BT3:-1 Gir 95-120 Céc.tr —= 85-110 Tu = 48 
Teis » 65 Opr = 70-85 
BT14 Gy = 95-120 Cécar = 85-110 =. 
Alliages 
Lai 
GOST 1019-47 
J168 
doux Or = 32 C1 —=9,1 0 = 12 
Tcts —= 20 
dur Or = 66 C1  — 32 OC = 15 
JIATI-2 É / 
doux Gr = 40 Cécair = 14 ee 
dur Gr = 65 = Le 
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3S = € 
de en 2 e 07 D = € e 2 ÿ 
ÉÈe a. SE 08 + | 58 | à | 55, 
C4 .— ri a : © =" t # 
ÉÉE BE | 3e | ice | 5% | 836] Svse 
<2yx A3 ce à Sax | 0 | 228% ERTE 


ses alliages 


de cuivre 
tons 


35 (70) 


3 


55 


100 


150-180 
229-302 
310-350 


255-388 


17 


L 0,7-0,72 
(0,27) 


1,121(0,411) 
1,1(0,4)-1,2 


1,1(0,425) 
1,15(0,43) 
1,15 


0,33 2,78 
0,32 4,5 
_— 4,55 
0,3 4,48 
0,3 4,5 
— 4,52 
> 8,6 
L 8,6 


19,5-21,9 


; 


Limite de 


résistance, 
kgf/mm* 


Limite d’écou- 
lement, de pro- 


portionnalité 
kgf/mm® 


d'endurance, 


Limite 
kgf/mm® 


JIMu 58-2 
doux 


dur 
JIC59-1 


Bp. 0-10 
Bp. O118-4 


GOST 613-65 
bp. ONC 6-6-3 


coulée en sable 
coulée en coquille 


Bp. OD10-1 


coulée en sable 


coulée en coquille 


GOST 493-54 
Dp. AS 


coulée en coquille 
de corroyage, doux 
de corroyage, dur 
Dp. An 9-2 
coulée en coquille 


de corroyage, doux 
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éc.tr = 15,6 


décis = 14 
Oécetr = 45 


Cécir = 20 


Céc.tr = 45 


Oéc.tre = 11 


Oéc.tr = 8-10 
Opr = 


Oéo.tr _ 14 
Opr = e 


Cécetre = 20 
pr 13-14 


écie “= 7 

Oéc.tr — 16 
Oéc.tr = 50 
Opr = 48 
Céc.tr — 20 
Opr “11 


Céotr = 30 


T1 = 16 


Bronzes à 


Bronzes à 
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21,2 


1,0 


12 


85 


40 
10 


175 


1,05 (0,35) 


2,6-5 


90 


45 (44) 


140 


16 


100 12 0,98 8,5 17 
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l'aluminium 


65 16 
11 


53 (48) 
65 (70) 


200 


0,92 


90-120 


20 (25-27) 


1,05 


110-130 


Matériau 


résistance, 


Limite de 
kgf/mmi 


Limite d’écou- 
lement, de pro- 
Co 


portionnalit 
kgf/mmi 


d'endurance, 


Limite 
kgf/mmi 


DBp. Al 


coulée en coquille 
de corroyage, doux 


de corroyage, dur 


GOST 493-54 


Ep. KMu3}-1! 


état doux 
état solide 


de corroyage, dur 
DBp.A\Afn10-3-1,5 
coulée en coquille 
de corroyage, doux 
de corroyage, dur 
Bp.AKC7-1,5-1,5 
11K9-4 


Céc.ir — 50 
décuir = 21 
Opr, =17 
Oécetr = 19 


éc.tr = 20 
Opr = 
déc. = 22 
Gpr 12,7 
Cécair = 35 


Oécetr = 10-20 
Oéc.tr = 10-20 


G_1 A 219% 


O1 = 2890 
G-, = 219% 


a, = 18,590 


Bronze au 


0 = 11-16 


Alliages de corroyage à 


Oéc.te = 12 


Céc.ir = 14 


Céc.tr = 17 


Oéc.tr — 22 


Cécair = 30 
Opr = 4,5 


Céc.tr = 28 


Oéctr = 29 
Cpr en 

Cécuir = 29 
Cécir = 25 
Oscuir = 26 


d_ == 7,5°° 


O1 = 7,5°* 


O1 — 15°° 
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5 = t 
“E E É . 
SS 5 ë + 23 158 | s | 22 à 
Bo a 2'È BE | ses + | 58 | | #32 

Z — = = = == 
SEE, SE GE | 35ce | 5° | 835] 5%38 
<ESX A M « Zoux | 05 | 298 BSE% 
4-5(55) 160-180 _— Lun ee 7,6 17-20 
22 (25-27) 130 6-8 1 = ns : 

32 (55) 125-140 — 1,05 = = ee 

9-12 | 160-200 — a ” 7,55 | 16-20 

18 — > _ _ — = 

10-20 120-140 6,3 1,12 | 

(25-30) 
40 (33) 110 8 1,12 | 0,29 | 7,5 16,2-17,1 
s 160-200 — | 1,16 
silicium 
| 
| | 
0 
2 Lits } 13-17 1,04 Z | 8,4 | 15,8-20 
5-10 170-190 
base de magnésium 
8 45 0, 0, 
5 . }os4 1,76 | 22,3-32 
4 (6) 45 0,6 0,4 
"15 (23) " 1 0,43 
| 0,34 | 1,8 26,1-31,2 
12 60 = 0,43 

9 (24) 60 = 

9 (24) = 0,9 
10 (25) = - 0,43 0,34 | 1,8 20,9-22,6 
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! à  « 
2 & 8 & 2 36 
Ë VÔ'E 3 SE LES 
& 29£ VPeE VE 
E ESS 2258 2% 
= ÊsS £ Fi] g* ë 8 
36 SE 
Alliages de fonderie à base de 
MJ16 
coulé Gr = 16 déeur — 11 O3 = 8,59 
Tcis di 14 
traitement ther- Gr = 25 Cécair = 10 aa = 9,5°° 
mique T4 tels = 15 
traitement ther- Gr = 26 décair = 14 0, = 8,5°° 
mique T6 Teis = 16 
Plomb Gr — 1,5-1,8 Oécur = 0,5-1 O3 = 0,42°e 


GOST 3778-65 


Zinc GOST 3640-47 
Nickel 


GOST 849-56 


Cupronickel 
MH:KAMn30-0,8-1 
(MH 70-30) 
GOST 492-52 

état doux 
état solide 


Argentan 
AHIL 15-20 


GOST 492-52 
état doux 
état solide 


(de corroyage et O) 


Gr = 6,4 
Gr —= 40-55 
(état doux) 


Gr ns 50-100 
(état solide) 


Gr _ 35-45 
Gr = 55-65 


re —= 40-45 
Gr = 60-72 


Céc.tr Don 1,0 
Cécir = 6-20 
(état doux) 


Céc.ir — 28-90 
(état solide) 


Oécir = 14 


déc.ir ” 54 


Oécar = 14 


Oéc.ir = 39 


O1 = 12-14 
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Suite 


relatif (rétrécis- 
sement relatif) 


A 


de dilatation 
x10® 1/degré 


Coefficient 
linéaire, 


de Poisson 
spécifique, 


Poids 
gf/cm? 


Coefficient 


E(G), x 10—4 


kgf/mmi 


Dureté Brunel! 
kgf/mm® 


6 
É 
= 
L- 
< 


Résilience, 
kgfm/cem' 
Module 
d'élasticité 


1,5(2,5) 55 0,2 (0,16) PE 
5 (12) 60 0,3 0,42(0,165) | 0,33 1,81! 26,1-27,7 
1 (3) 80 0,15 (0,165) 0,33 
35-50 3,8-4 0,6-2,3 0,15-0,18 _ 11,34 28 
(90-100) (coulé) (O) 
(coulé) 
60-70 
(de corroyage) 
' Te 20 _ ne — 
tat , 
(Sal Aou) (o) (0,73) 8,9 | 13,3-16,3 
2-15 125-220 _ = _ 


(état solide) (écroui) 


40-50 70: — — 16 
hu je 
3.5 190 —_ 
40-50 70 _ : 8,7 16,6 
23 160 = } 1,26 


52— 10 817 


GOST 8697-58 


Carton bakélisé 


(à base de papiers en 


sulfate) 


Gcomp — 12-18,5 
Ori = 16,5-28 


= 6-10 
= 4-14 


Gr 
On 


ne Our = 5,8 


: Ô Cr 
is H 
e CES D 
3 d à D° ee 5 
CFE g£SE 0 
# ESS SES ÉE 
$ ste 3588 35 
Monel HASKAMN 
28-2,5-1,5 
GOST 492-52 
état doux te = 50-60 Céc.ie = 20 oO = 17 
état solide Gr = 70-85 Cécair = 65-75 0) = 26 
Matières 
Plastiques verre- | 
résine | 
GOST 10087-62, 
GOST 10292-62, 
GOST 2910-67, 
GOST 10316-62 
à base d'étoffe c = 26-40 c = 12,2-26 | o- 
as —_ 10-30 des — = 0,22-0,25 
à base de fils orien- ir = 30-50 _ O_) 
tés dans deux direc- Ocomp = 23-46 ee 0,25-0,28 
tions orthogonales Op, = 40-42 + 
Textolites (à base de a = 4,5-11 Cécair = 7-8 a 
tissu de coton) Gcomp = 12-25 ci Te 7 0250,3 
GOST 5-52, 
on =7,5-16 : 
GOST 2910-67, te 9:10 Tytr = 2 
GOST 5385-50 
Plastiques de bois Ge 14-30 — o 
oO 


GOST 2718-66 
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GC) 
—— = 0,2-0,3 
Otr 
Ji = 3,5-4,9 


Suite 


n = e 
NE Ê Ê e © 
sus 2 ° © à € . 2 © 
ÉSE ë 8 8 8 | 58 s | 53 .% 
But SE SS Saut | Se | ét) 28 
S£É ss | #3 |sos | 50 |S38) 40e 
<ESX [ah mé ETES so |&aSS= 92 * 

Ps LE à 
| : 
| : 
| 
30-50 110-140 | — _ 8,8 14-15 
(65) | | 1,82 
3-5 (50) j 140-120 1 — | 
plastiques 
| 
| 
_ 27-38 0,5-5,25 | 0,18-0,22 | 0,035- |1,4-1,85 | 0,45-8,3 
(0,035-0,04) | -0,622 
_ 28-52 0,5-5,25 | 0.240,35 | 0,035 |1,7-1,9 | 0,45.8,3 
_ 30 0,35 0,04-0,1 —  |1,3-1,45| 3,3-4,1 
(0,25) 
_ 18-20 0,17-0,8 | 0,12-0,34 | —  |1,2-1,4 æ 
_ 25-30 (8-20)x 0,1-0,18 — |1,3-1,4| 20 
x 10—2 (0,008- 
0,025) 


819 


Matériau 


Fibre vulcanisée 
(à base de papiers 
spécialisés) 


GOST 6910-54 


Voloknites (maté- 
riaux de remplissage: 
débourrures de 
coton, fibre d’amian- 
te, fibre de verre) 


Poudres à mouler 
thermodurcissables 


(matériaux de remplis- 


sage: poudre de bois, 
farine de quartz, 
mica) 
GOST 5689-66, 
GOST 9359-66 


Verre o ique 
(à base de polymères 
et de copolymères 
d'acide méthacryli- 
que) 
GOST 10667-65, 
GOST 9784-67 


(différent degré de 
cristallisation 


non-armés 


Ftorlon-4 (plastique 
fluoré-4) 


GOST 10007-62 
Capron À, B B 


820 


Limite d’écou- 
lement, de pro- 
portionnalité, 


kgf/mmi 


Otr 


Suite 


E _ 0] 
BC 3 È 
GÈE Êe ST + à | 5à a | 55,2 
us 9 5 “= * Es en 239 — 
D PIE SE 5%! Ed | 58e SSsSs 
23€ 35 ES Oe0Zz | 8, |'ss£| 8 += 
LL Q + mé Zvux 03 a Sa OS.£Ex 


_ 18-35 (15-65) * 0,05-0,118 — |1,35-1,9 _ 
x 1072 
_ 10-60 0,03-0,8 — _ 1,3-2,7 1(0,22-7) x 10 
2,5-23,2 12-25  |(4-33)x 1072, 0,027-0,041 — |1,18-1,21 46-120 
— 3-16 — 0,0015-0,007 — 0,92-2,1 — 
1,5-14 _ (0.16-2,2)x| 0,00037- — [0,02-0,6 |(3,5-7,8) x 
x10—1 0,002 x 10 
(0,00015- 
0,00019) 
300-350 3-6 — 0,0047. _ 2,19. (8-25) x 10 
-0,0085 2,35 
150-200 10-12 1,5-1,6 0,0144 — |1,1-1,14! (6-15)X10 
(0,0045- 
0,0048) 
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Matériau 


Limite d'écou- 
lement, de pro- 


portionnalité, 


kgf/mrn® 
d'endurance, 


Limite de 
résistance, 
kgf/mm' 
Limite 
kgf/mm® 


Résine polyamidique 
68 GOST 10589-63 


Viniplaste 


GOST 9639-61 


Polyéthylène à haute 
densité (basse pres- 
sion) 


Polystyrène en blocs 
GOST 9440-60 


Glace 
Caoutchouc naturel 


Verre 
GOST 10135-62 
Basalte 


Granite 
Calcaire 
Grès 


Marbre 


Maçonnerie en gra- 
nite, calcaire, bri- 
ques 

Béton 
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Ocomp = 0,25-0,9 


Ocomp = 0,5-4,8 


A 


Allongement 
relatif (rétréc 


sement relatif}, 


100 


10-100 


0,4-0,7 


matériaux 


600-700 


E TE 
ë ; © à 2 
e = £ 
at ÉÈ se à 9 g 
vE SÉ 316L | £2 
A [4 LT x Êa 
10-15 — 0,012 _— 
13-16 0,5-0,8 0,03-0,04 | 0,354 
4,5-5,8 _ 0,005-0,008 — 
14-15 0,16-0,2 |0,012-0,032) — 
— _ 0,1(0,25-0,03)) — 


— — (0,6-1)x10—t! 0,47 


= 0,015-0,025 | 0,48-0,85 | 0O,18- 
(0,022-0,032)| 0.32 


= = 0,49 _ 
— _ 0,42 _ 
— _ 0,18 _ 


_ = 056 = 
{ 0,09-0,1 a 


0,06 _ 
0,027-0,03 — 
= - 0,146-0,232 | 0,16- 

-0,18 


1,11 


Suite 


de dilatation 
x 10% 1/degré 


Coefficient 
linéaire, 


(10-12) x 10 


1,3-1,4 (6-N x10 


1,05-1,1 


0,94-0,96 


60 


50,7 


0,91 | (1,8-2,8) x 
x 10? 


2,2-8 


2,7-3,3 
2,5-2,8 


1,8-2,6 
2,1-2,8 


2,5-2,8 


0,5-15 


e 5 Ô à . 
Ë EE HE 
4 a 008 A 
—— 2 E e EE D 2 
$ L2ÈE 2$82É CI 
< E 0% EESS E ë 
1 U 4 SLET 3% 
Pin ordinaire (humi- | a = 9,31-11,5 Le 
dité: 15%) Tcomp = 4.274,66 | or = g 
on = 7,36-8,77 
Tois . 0,62-0,73 
Sapin ordinaire (hu- | a = 10,7-12,2 e 
midité: 15%) RE LE 1 = 
Op — 7,74-7,22 dé 
Tcts  — 0,52-0,67 
Boukeau ordinaire Gr = 16,1-21 Opr = 3,4 _ 
(humidité: 1529 comp = 4,37-5,33 
on = 9,67-10,84 
Teis = 0,85-1 .33 
Peuplier (humidité: Gr  — 8,69 — = 
% Ocomp Eu 3,47 
on = 6,09 
Teis = 0,54-0,71 
Acacia (humidité: Otr = 16,9 — a 
15%) comp FT. 6,65 
Ori = | ,92 
Tcis — ds s-1,4 
Hêtre caucasien Gr "12,91 pr = 7 2 
(humidité: 1572) Ocomp — 4,74 OCpr — 2,9 
on = 9,53 
Tets = 0,99-1,31 
Frêne (humidité: Gr  —14,416,6 Opr = 7,4 = 
159 Ocomp = 4,5-5,1 Opr = 2,7 
cn —=9.8-11,5 
Teis «= 1,14-1,38 
Chêne (humidité: Otr = 12,88 Cpr = 2,9 _ 
15%) comp = 5,2 Opr DE 7,4 
or = 9,35 
Teis nd 0,85-1 25 
Tilleul (humidité: Our = 11,58 Opr = 4,5 2 
15%) comp — 3,98 Opr ” 
or1 = 7,8 
Teis = 0,73-0,8 
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relatif (rétrécis- 
sement relatif), 


A 


ê 
Ë 
ës 
€ 
2 
< 


Dureté Brunel! 


1,82-2,52 


2,98-3,92 


1,73-2,5 


6,19-8,81 


3,79-5,71 


5,34-7,32 


14,63-6,53 


1,S6-2,34 


Résilience, 
kgfm/cm' 


0,18-0,23 


0,18-0,19 


0,41-0,54 


0,19 


0,92 


0,39 


0,3-0,43 


0,46 


0,28 


0,102-0,145 


x 10—tkgf/mm 


Module 
d'élasticité 
E(G), 


Coefficient 


de Poisson 


Poids 


spécifique, 


gf/emi 


Suite 


de dilatation 


linéaire, 
x 1091/degré 


Coefficient 


(0,0055) 


0,11(0,0055) | 0,44 


0,15-0,184 
(0,0065) 


0,124-0,15 
(0,0065) 


0,073-0,151 
(0,0065) 


0,09(0,0045) 


0,41 


0,58 


0,43 


0,43 


0,51 


fibres 5,4: 


là travers des 


fibres 34,1 


Le long des 
fibres 2-5 


Le long des 
fibres 2-5 


Le long des 
fibres 2-5 


Le long des 
fibres 2-5 


Le long des 
fibres 2-5 


Le long des 
fibres 4,9: 

âtravers des 
fibres 54,4 


Le long des 
fibres 5,4: 
à travers des 
fibres 44,1 


82° 


! à 
JU «+ 
9 2e rs 
, sg. 83. ë 
. 0° E 6€ 57 
= 236% LÉéE 246 
= ETS gere ESS 
= 2 © SE 3 RES.) 
$ 222 128 1v 


Aune (humidité: 15%) | © = 9,63 


= 


Erable (humidité: 
15%) 
Tcis = 1,13-1,29 


* Limite d'endurance obtenue pour 5 X 10° cycles. 
** Limite d'endurance obtenue pour 2 X 107 cycles. 
*** Limite d'endurance obtenue pour 10? cycles 
°°° Limite d'endurance obtenue pour 10% cycles. 

0.09 g,,, allongement et rétrécissement relatifs pour une température de 1650°C. 
Etat du matériau: O, recuit; 3 récemment trempé; EC, durci dans des con- 
Traitement thermique: ‘T2, recuit; ‘T4, trempe: TS, trempe et durcis- 

complet; T7, trempe et revenu de stabilisation. 
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Suite 


9289P/1 O1 X 
*aruqui 
uonmeIP 2p 
1U9191jJ209 


TETE 
‘onbryio9ds 
spod 


_— | 0,53 |Le long des 


uossi04 
| 9P 309191)J909 


pIONEUIS,p 
SINPON 


eu/w 73% 
"QUSIISpU 


stuu/J8% 


4 
| | 
l 


lo x 
[ones Juatu2s 
-51992194) J1I0I9S 
| iuawssuol|Y 


fibres 2-5 


0,25 lo, 132(0,0055) 


2,48-3,67 


0,118(0,005$) 


0,37 


5,06-6,9 


artificielles. 


ditions naturelles: ITC, durci dans des conditions 


, trempe et durcissement artificiel 


sement artificiel de courte durée (non complet); T6 
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Appendice 3 
Fonctions de Krylov S,T,U, V 


1 
S(kz) = ru (ch £z + cos kz); 


1 

T(kz) = 72 (sh kz + sin Kkz); 
1 

U(Kkz) = De (ch kz — cos kz); 
1 . 

V(kz) = > (sh kz — sin kz), 


avec 
S'(kz) = kKV(kz); S'(kz) = KU(kz),  S’(kz) = KT(kz); 


T{kz) = kS(kz); T'(kz) = K=V(kz);  T''(kz) = KSU(kz); 
U'(kz) = AT(kz); U"(kz) = K!S(kz); U'"(kz) = ÆSV(kz); 
V'(kz) = kU(kz); V'(kz) = KA?T(kz); V'"(kz) = kS(kz); 


kz Ou | | nm | uw | | S(kz) | T(kz) | U(kz) V(kz) 


0,00 1,00000 0,00000 0,00000 0,000C0 
0,01 1,00000 0,01000 0,00005 0,00000 
0,02 1,00000 0,02000 0,00020 0,00000 
0,03 1,00000 0,03000 0,00045 0,000C0 
0,04 1,00000 0, 0,00080 0,00001! 
0,05 1,00000 0,05000 0,00125 0,00002 
0,06 1,00000 0,00180 0,00004 
0,07 1,00000 0,07000 0,00245 0,00006 
0,08 1.00000 0,08000 0,00320 0,00009 
0,09 1,00000 0,09000 0,00405 0,00012 
0,10 1,00000 0,10C00 0,00500 0,00017 
0,11 1,00001 0,11C00 0, 5 0,00022 
0,12 1,00001 0,12000 0,00720 0,00029 
0,13 1,00001 0,13000 0,00845 0.00037 
0,14 1,00002 0,14000 0,00980 0,00046 
0,15 1,00002 0,15000 0,01125 0,00056 
0,16 1,00003 0,16000 0,01280 0,00068 
0,17 1,00003 0,17000 0,01445 0,00082 
0,18 1,00004 0,18000 0,01620 0,00097 
0,19 1,00005 0,19000 0,01805 0,00115 


856 


Suite 


> 
x 
R 
>= 
N 
” 
ne | 
F 
N 
’ 
= 
> 
n 
…—” 
D 
ES 
Lu] 
La 


0,20 1,00007 0,20000 0,02000 0,00134 
0,21 1,00008 0,21000 0,02205 0,00155 
0,22 1,00010 0,22000 0,02420 0,00178 
0,23 1,00012 0,23000 0,02645 0,00203 
0,24 1,00014 0,24000 0,02880 0,00231 
0,25 1,00016 0,25000 0,03125 0,00261 
0,26 1,00019 0,26001 0,03380 0,00293 
0,27 1,00022 0,27001! 0,03645 0,00328 
0,28 1,00026 0,28001 0,03920 0,00366 
0,29 1,00029 0,29001 0,04205 0,00407 
0,30 1,00934 0,30002 0,04500 0,00450 
0,31 1,00038 0,31002 0,04805 0,00497 
0,32 1.000114 0,32003 0,05120 0,00546 
0,33 1,00049 0,33003 0,05445 0,00599 
0,34 1,00055 0,34004 0,05780 0,00655 
0,35 1,000625 0,35004 0,06125 0,00715 
0,36 1,00070 0,36005 0,06480 0,00778 
0,37 1,00078 0,37006 0,06845 0,00844 
0,38 1,00086 0,38006 0,07220 0,00915 
0,39 1,00096 0,39007 0,07605 0,00989 
0,40 1,00106 0,40008 0,08000 0,01067 
0,41 1,00117 0,41009 0,08405 0,01 149 
0,42 1,00129 0,42011 0,08820 0,01235 
0,43 1,00142 0,43012 0,09245 0,01325 
0,44 1,00156 0,44014 0,09681 0,01420 
0,45 1,00171 0,45015 0,10126 0,01519 
0,46 1.,00186 0,46017 0,10581 0,01625 
0,47 1,00203 0,47019 0,11047 0,01731 
0,48 1,00221 0,48021 0,11522 0,01844 
0,49 1,00240 0,49023 0,12007 0,019%61 
0,50 1,00260 0,50026 0,12502 0,02084 
0,51 1,00280 0,51029 0,13007 0,02211 
0,52 1,00304 0,52031 0,13522 0,02344 
0,53 1,00329 0,53024 0,14048 0,02481 
0,54 1,00354 0,54038 0,14583 0,02624 
0,55 1,00381 0,55042 0,15129 0,02773 
0,56 1,00410 0 0,15684 0,02927 
0,57 1,00440 0,57050 0,16250 0,03037 
0,58 1,00471 0,58054 0,16825 0,03253 
0,59 1,00505 0,59060 0,17411 0,03424 
0,60 1,00540 0,60074 0,18006 0,03601 
0,61 1,00577 0,61070 0,18612 0,03784 
0,62 1,00616 0,62076 0,19228 0,03973 
0,63 1,00656 0,63082 0,19853 0,04169 
0,61 1,00699 0,64089 0,20489 0,04369 
0,65 1,00742 0,65097 0,21136 0,04578 
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kz | S(&2) | T(k2) | U(&z) | V'(Kz 
0,66 1,00790 0,66104 0,21791 0,04793 
0,67 1,00830 0,671 12 0,22458 0,05013 
0,68 1,00891 0,68121 0,23134 0,05248 
0,69 1,00945 0,69130 0,23820 0,05477 
0,70 1,01000 0,70140 0,24516 0,05718 
0,71 1,01059 0,71150 0,25223 0,05967 
0,72 1,01120 0,72161 0,25939 0,06223 
0,73 1,01183 0,73173 0,26666 0,06486 
0,74 1,01249 0,74185 0,27403 0,06756 
0,75 1,01318 0,75198 0,28149 0,07034 
0,76 1,01390 0,76211 0,28906 0,07319 
0,77 1,01465 0,77226 0,29674 0,07612 
0,78 1,01 542 0,78240 0,30451 0,07913 
0,79 1,01623 0,79256 0,31238 0,08228 
0,80 1,01707 0,80273 0,32036 0,08538 
0,81 1,01794 0,81290 0,32844 0,08862 
0,82 1,01884 0,82309 0,33662 0,09194 
0,83 1,01978 0,83328 0,34490 0,09535 
0,84 1,02075 0,84348 0,35329 0,09885 
0,85 1,02175 0,85380 0,36177 0,10242 
0,86 1,02280 0,86392 0,37036 0,10608 
0,87 1,02388 0,87415 0,37905 0,10983 
0,88 1,02500 0,88440 0,38785 0,11366 
0,89 1,02615 0,89465 0,39674 0,11758 
0,90 1,02735 0,90492 0,40573 0,12159 
0,91 1,02858 0,91 520 0,41483 0,12570 
0,92 1,02986 0,92549 0,42404 0,12990 
,93 1,03118 0,93082 0,43335 0,13418 
0,94 1,03254 0,94612 0,44275 0,13856 
0,95 1,03395 0,95645 0,45227 0,14303 
0,96 1,03540 0,96679 0,46188 0,14761 
0,97 1,03690 0,97716 0,47161 0,15297 
0,98 1,03845 0,98753 0,48143 0,15704 
0,99 1,04005 0,99793 0,49136 0,16190 
1,00 1,04169 1,00833 0,50139 0,16687 
1,01 1,04338 1,01876 0,51152 0,17193 
1,02 1,04513 1.02920 0,52176 0,17710 
1,03 1,04693 1,03953 0,53211 0,18237 
1,04 1,01878 1,05014 0,54256 0,18774 
1,05 1,05068 1,06064 0,55311 0,19322 
1,06 1,05264 1,07116 0,56377 0,19880 
1,07 1,05466 1,08169 0,57454 0,20449 
1,08 1,05673 1,09225 0,58540 0,21029 
1,09 1,05887 1,10283 0,59638 0,21620 
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1,06106 1,11343 0,60746 
1,06333 1,12405 0,61865 
1,06562 1,13469 0,62995 
1,06800 1,14536 0,64134 
1,07044 1,15605 0,65285 
1,07295 1,16677 0,66446 
1,07552 1,17750 0,67619 
1,07816 1,18828 0,68801 
1,08087 1,19908 0,69995 
1,08365 1,20990 0,71200 
1,08651 1,22075 0,72415 
1,08934 1,23163 0,73641 
1,09243 1,24254 0,74878 
1,09550 1,25348 0,76196 
1,09865 1, 0,77385 
1,10187 1,27545 0,78658 
1,10518 1,28648 0,79936 
1,10856 1,29750 0,81228 
1,11203 1,30866 0,82531 
1,11557 1,31980 0,83845 
1,11920 1,33097 0,85163 
1,12292 1,34218 0,86507 
1,12673 1,35343 0,87855 
1,13062 1,36471 0,89214 
1,13460 1,37694 0,90585 
1,13867 1,38710 0,91966 
1,14283 1,39881 0,93336 
1,14709 1,41026 0,94764 
1,15144 1,42175 0,96180 
1,15588 1,43329 0,97607 
1,16043 1,44487 0,99047 
1,16507 1,45655 1,00497 
1,16982 1,46817 1,01959 
1,17466 1,47990 1,03434 
1,17961 1,49167 1,04920 
1,18467 1,50349 1,06417 
1,18984 1,51537 1,07926 
1,19510 1,52728 1,09448 
1,20048 1,53926 1,10981 
1,20597 1,55130 1,12526 
1,21157 1,56338 1,14083 
1,21729 1,57553 1,15653 
1,22312 1,58773 1,17235 
1,22907 1,59999 1,18828 
1,23514 1,61231 1,20435 
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V(Kz) 


0,35896 


0,36741 
0,37600 
0,38471 
0,39357 
0,40256 
0,41169 
0,42096 
0,43035 
0,43991 
0,44959 


0,60083 
0,61279 
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kz | S{kz) | T(&:) U(kz) V(&:) 
1,55 1,24132 1,62469 1,22053 0,62492 
1,56 1,24769 1,63714 1,23679 0,63720 
1,57 1,25407 1,64965 1,25327 0,64965 
1,58 1,26063 1,66222 1,26983 0,66226 
1,59 1,26732 1,67486 1,28652 0,€7504 
1,60 1,27413 1,63757 1,30333 0,63800 
1,61 1,28108 1,70034 1,32027 0,701 12 
1,62 1,28815 1,71319 1,33724 0,71441 
1,63 1,29536 1,7260S 1,35453 0,72786 
1,64 1,30271 1.73910 1,37186 0,74149 
1,65 1,31019 1,75216 1,38932 0,75530 
1,66 1,31782 1,76530 1,40690 0,76928 
1,67 1,32558 1,77852 1,42462 0,78344 
1,68 1,33348 1,79181 1,44248 0,79778 
1,69 1,34154. 1,80519 1,46046 0,81229 
1,70 1,34974 1,81$64 1,47858 0,82699 
1,71 1,35808 1,83219 1,49683 0,84186 
1,72 1,30657 1,84581 1,53523 0,85692 
1,73 1,37522 1,85952 1,53375 0,87216 
1,74 1,38401 1,87331 1,55242 0,88759 
1,75 1,39297 1,88820 1,57122 0,90321 
1,76 1,40208 1,90117 1,59016 0,91903 
1,77 1,41135 1,91524 1,60924 0,93502 
1,78 1,42078 1,92940 1,62846 0,95120 
1,79 1,43038 1,94366 1,64783 0,96759 
1,80 1,44013 1,95801 1,66734 0,98416 
1,81 1,45006 1,97246 1,68699 1,00093 
1,82 1,46015 1,98697 1,70679 1,02191 
1,83 1,47942 2.00166 1,72673 1,03507 
1.84 1,480£6 2,01642 1,74692 1,05244 
1,85 1,49147 2,03128 1,76706 1,07001 
1,86 1,50225 2,04625 1,78745 1,08778 
1,87 1,51322 2,06133 1,80798 1,10576 
1,88 1,52437 2,07652 1,82863 1,12394 
1,89 1,53570 2,09182 1,84952 1,14233 
1,90 1,54722 2,10723 1,87051 1,16093 
1,91 1,55892 2,12276 1,89166 1,17974 
1,92 1,57081 2,13841 1,91297 1,19877 
1,93 1,58290 2,15418 1,93443 1,21800 
1,94 1,59518 2,17006 1,95605 1,23745 
1,95 1,61265 2,18608 1,97783 1,25713 
1,96 1,62032 2,20222 1,99977 1,27701 
1,97 1,63319 2,21849 2,02187 1,29712 
1,98 1,64626 2,23489 2,04415 1,31745 
1,99 1,65954 2,25142 2,06707 1,33500 
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2,00 1,67302 2,26808 2,08918 1,35878 
2,01 1,68671 2,28337 2.11193 1,37828 
2,02 1,70062 2.30181 2,13487 1,4C102 
2,03 1,71474 2,31889 2.15797 1,42249 
2,04 1,72907 2,33611 2,18125 1,44418 
2,05 1,74362 2,35347 2,20470 1,46611 
2,06 1,75840 2,37098 2,22832 1,48827 
2,07 1,77360 2,38864 2,25212 1,51068 
2,08 1,78861 2,40645 2,27609 1,53332 
2,09 1,80405 2,42441 2,30024 1,55620 
2.10 1,81973 2,44253 2,12458 1,57933 
2,11 1,83565 2,46081 2.34910 1,60269 
2,12 1,85179 2,47925 2,37350 1,62630 
2,13 1,86817 2,49785 2,39868 1,65017 
2,14 1,88479 2,51661 2,42375 1,67428 
2,15 1,90165 2,53554 2.44902 1,69865 

2.16 1,91876 2,55461 2,47447 1,72327 
2,17 1,93612 2,57392 2,50011 1,74813 
2,18 1,95373 2,59337 2,52594 1,77326 
2,19 1,97158 2,61300 2,55198 1,79865 

2,20 1,98970 263208 2,57820 1,81431 

2,21 2,00807 2,65279 2,60164 1,85022 
2,22 2,02671 2,67296 2,63126 1,87640 
2,23 2,04560 2,69332 2,65810 1,90285 

2,24 2.064176 2,71388 2,63513 1,92956 

2,25 2,08420 2,73462 2,71237 1,95655 

2,26 2,10390 2,75556 2,73982 1,98381 

2,27 2,12387 2,77670 2,76748 2,01135 
2,28 2,14412 2,79804 2,79536 2,03916 
2,29 2,16465 2,81958 2,82345 2,06725 

2,30 2,18547 2,84133 2,85175 2,09563 
2,31 2,20657 2,86329 2,88027 2,12429 
2,32 2,22795 2,88546 2,90902 2,15324 
2,33 2,24964 2,90785 2,93798 2,18247 
2,34 2,27161 2,93045 2,96717 2,21200 
2,35 2,29388 2,95328 2,99659 2,24182 
2,36 2,31645 2,97634 3,02624 2,27193 
2,37 2,33932 2,99962 3,05612 2,30234 
2,38 2,36250 3,02312 3,08624 2,33306 
2,39 2,38598 3,04686 3,11658 2,36406 
2,40 2,40978 3,07084 3,14717 2,39539 
2,41 2,43389 3,09506 3,17800 2,42700 
2,42 2,45832 3,11952 3,20907 2,45895 
2,43 2,48307 3,14423 3,24039 2,49119 
2,44 2,50814 3,16919 3,27196 2,52375 
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S(&z) 


2,53354 
2,56927 
2,58535 
2,61174 
2,63848 


2.66557 
2,69300 
2,72079 
2,74893 
2,77742 
2,80627 
2,83549 
2,86507 
2,89502 
2,92535 


2,95606 
2,98714 
3,01562 


3,05047 


3,08273 
3,11538 
3,14843 
3,18183 
3,21755 
3,25001 


3,28470 
3,31980 
3,35533 
3,39128 
3,42767 
3,46449 
3,50175 
3,53945 
3,57760 
3,61619 


3,85182 


4,11108 
4,14926 


4,18877 
4,22810 
4,26717 
4,30777 
4,34811 
4,38879 
4,42982 
4,47120 
4,51293 
4,55503 


4,59748 
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V(kz) 


2,55664 
2,58983 
2,62335 
2,65720 
2,69136 


2,72587 
2,76070 


3,86271 


3,92847 
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kz | S(&z) | T(kz) U(&: V(kz) 
2,90 4,07181 4,61910 5,04277 4,41016 
2,91 4,11617 4,69034 5,08947 4,46082 
2,92 4,16103 4,173173 5,13658 4,51195 
2,93 4,20640 4,77357 5,18410 4,56355 
2,94 4,25230 4,81586 5,23206 4,61563 
2,95 4,29875 4,85862 5,28042 4,66820 
2,96 4,34567 4,90181 5,32923 4,72124 
2,97 4,39315 4,94553 5,37846 4,77478 
2,98 4,44117 4,98970 5,42814 4,82881 
2,99 4,48972 5,03435 5,47825 4,88335 
3,00 4,53883 5,07949 5,52883 4,95838 
3,01 4,58850 5,12513 5,57985 4,99392 
3,02 4,63872 5,17129 5,63133 5,04998 
3,03 4,68950 5,21791 5,68327 5,10655 
3,04 4,74085 5,26556 5,73569 5,163601 
3,05 4,79277 5,31272 5,78858 5,22126 
3,06 4,84527 à 5,84195 5,27942 
3,07 4,89836 5,40963 5,89580 5,33810 
3,08 4,95204 5,45888 5,95014 5,39734 
3,09 5,00631 5,50868 6,00498 5,45711 
3,10 5,06118 5,55901 6,06032 5,51744 
3,11 5,11666 6,11616 5,57832 
3,12 5,17275 5,66135 6,17252 5,63976 
3,13 5,22931 5,71336 6,22936 5,70177 
3,14 5,28678 5,76594 6,28678 5,76435 
3,15 5,34475 5,81910 6,34471 5,82751 
3,16 5,40316 5,87284 6,40317 5,89125 
3,17 5,46257 5,92717 6,46217 5,95657 
3,18 S,52245 5,98209 6,52171 6,02049 
3,19 5,58298 6,03762 6,58182 6,08601 
3,20 5,64418 6,09375 6,64247 6,15213 
3,21 S.70603 6,15050 6,70369 6,21885 
3,22 5,76355 6,20787 6,76349 6,28621 
3,23 5,83161 6,26588 6,82800 6,35417 
3,24 5,89564 6,32451 6,89080 6,42277 
3,25 5,96021 6,38379 6,95384 6,49199 
3,26 6,02535 6,44372 7,01848 6,56185 
3,27 6,09145 6,50431 7,08322 6,63236 
3,28 6,15813 6,56555 7,14857 6,70352 
3,29 6,22552 6,62747 7,21454 6,77533 
3,30 6,29361 6,69006 7,28112 6,84782 
3,31 6,36248 6,75334 7,34833 6,92095 
3,32 6,43206 6,81732 7,41619 6,99478 
3,33 6,50238 6,88199 7,48460 7,06928 
3,34 6,57345 6,94737 7,55383 7,14448 
3,35 6,64527 7,01346 7,62363 7,22036 
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kr | S(kz) | T(k2) | U(kz) | 1018) 
NP PP 

3,36 | 6,71786 7,08027 7,69410 7,29696 
337 6.79121 714782 776524 7:37425 
3138 6.86534 7.21610 7.83706 7.45226 
3:39 6,94026 728513 7.90957 7.53099 
3,40 7,01597 7,35491 7,98277 7,61045 
3:41 7,09247 7.42546 8.05666 7,69065 
342 7116978 7.49676 8. 13028 7.717159 
3:43 7.24790 7.56885 8:20661 7,85326 
3:44 7.32685 7.64172 8.28266 793573 
3,45 740662 7:71539 835945 8:01893 
3:46 7.48723 7,78986 8.328697 8 10291 
3:47 751858 786514 851535 818768 
348 7.65099 7:94124 859427 8,27322 
3:49 7:73415 8,01816 8,67407 8,35956 
3,50 7,81818 8,09592 8.754641 8,44671 
3:51 7,90309 8:17453 8:83599 8: 53466 
3:52 7.98888 825398 8.921813 862343 
3:53 807556 833431 9:00107 8:71 302 
3:54 816315 841550 9 08482 8:80346 
3:55 825164 8.49717 916938 8.89472 
3:56 834104 8,58054 925478 8.928685 
3,57 843137 8.614410 9:34100 9:07982 
3:58 852261 874917 942807 9,17367 
3,59 8.61485 8:83485 951599 926838 
3,60 8,70801! 8,92147 9,60477 9,36399 
3:61 8.80213 9.00902 9°69442 9:46048 
362 8:89772 9.09751 978495 9 55788 
3:63 8.99330 9,18696 9:87637 965618 
3.61 9.09035 9.27738 9°96870 9.75541 
3:65 9.18845 9,36878 10,06193 985557 
3,66 9.28747 9:46116 10,15608 995666 
3:67 9.38754 9,55453 1025115 10,05869 
3,63 9,48861 9,64891 10,34717 10,16168 
3:69 9 59077 9,74430 10:44414 10,26564 
3,70 9,681 59 9,84072 10, 54206 10,37057 
3,71 | 979819 9,93819 10,64095 10,47648 
3.72 9:90349 10.03670 10:74082 10,58339 
3:73 10,00986 1013626 1084169 10,69130 
374 10.11732 10,23690 1094355 1080023 
3:75 10.22587 10,33861 11.04643 1091017 
3:76 10.33552 10,44141 11:15033 11.02116 
3:77 10,44630 10,54533 11:25526 11:13318 
3:78 10.55819 10,65034 11:36124 11,24627 
3:79 10,67123 10,75649 11:46878 11,36041 
3,80 10,78540 10,87377 11,57638 11,47564 
3:81 1090074 10,97221 11:68555 11:59195 
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) | T(kz) | U(kz) V(kz) 
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11,08180 11,79582 11,70935 
11,19255 11,90719 11,82786 
11,30449 12,01969 11,94750 
11,41763 12,13329 12,06826 
11,53198 12,24803 12,19017 
11,64754 12,36393 12,31322 
11,76434 12,48099 12,43745 
11,85238 12,59922 12,56285 
12,00166 12,71864 12,68944 
12,12224 12,83926 12,81723 
12,24407 12,96109 12,94623 
12,36722 13,0841S 13,07645 
12.49167 13,20544 13,20797 
12,61744 13,33398 13,34063 
12,74453 13,46079 13,47460 
12,87299 13,58888 13,60966 
13,00280 13,71825 13,74637 
13,13398 13,84893 13,88421 
13,26656 13,98094 14,02366 
13,40053 14,11427 14,16384 
13,53593 14,24895 14,30565 
13,67275 14,38500 14,44882 
13,81102 14,52242 14,59335 
13,95074 14,66122 14,73228 
14,09195 14,80144 14,88658 
14,23464 14,94306 15,03530 
14,37883 15,08613 15,18545 
14,52455 15,23065 15,33703 

14,67179 15,37663 15,43007 
14,82058 15,57408 15,64456 
14,97095 15,67304 15,80055 
15,12288 15,82351 15,96304 
15,27641 15,97551 16,11703 
15,43157 16,12905 16,27755 
15,58835 16,28415 16,43962 
15,74676 16,44082 16,60324 
15,90648 16,59909 16,76844 
16,06860 16,7589% 16,93522 
16,23204 16,92016 17,10363 
16,39721 17,08360 17,27121 
16,56409 17,24841 17,44530 
16,73272 17,41490 17,61862 
16,90312 17,58307 17,79360 
17,07529 17,75297 17,97028 
17,24926 17,92458 18,14867 
17,42505 18,09795 18,32878 
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4,28 17,85405 17,60266 18,27309 18,51064 
4,29 18,04008 17,78214 18,45002 18,69425 
4,30 18,22794 17,96367 18,62874 18,87964 
4,31 18,41767 18,14670 18,80929 19,06683 
4,32 18,60928 18,33183 18,9916S 19,25583 
4,33 18,80280 18,51889 19,17594 19,44667 
4,34 18,99823 18,70790 19,36207 19,63935 
4,35 19,19558 18,89887 19,55010 19,83392 
4,36 19,39491 19,09182 19,74005 20,03037 
4,37 19,59620 19,28677 19,93194 20,22872 
4,38 19,79949 19,48374 20,12579 20,42901 
4,39 20,00479 19,68277 20,32162 20,63121 
4,40 20,21212 19,88385 20,51945 20,83545 
4,41 20,42150 20,08701 20,71931 21,04164 
4,42 20,63296 20,29229 20,92120 21,24985 
4,43 20,84651 20,49968 21,12516 21,46007 
4,44 21,06217 20,70922 21,33120 21,67235 
4,45 21,27996 20,92093 21,53935 21,88670 
4,46 21,49991 21,13483 21,74963 22,10315 
4,47 21,72204 21,35094 21,96236 22,32170 
4,48 21,94635 21,56927 22,17665 22,54240 
4,49 22,17288 21,78587 22,39345 22,76524 
4,50 22,40166 22,01274 22,61246 22,99027 
4,51 22,63270 22,23791 22,83371 23,21750 
4,52 22,86602 22,46540 23,05722 23,44695 
4,53 23,10165 22,69524 23,28303 23,67865 
4,54 23,33965 22,92744 23,51114 23,91962 
4,55 23,57990 23,16204 23,74159 24,14888 
4,56 23,82259 23,39905 23,97439 24,38796 
4,57 24,06766 23,63850 24,20957 24,62888 
4,58 24,31766 23,88041 24,44916 24,87166 
4,59 24,56510 24,12481 24,68719 25,11733 
4,60 24,81752 24,37172 24,92967 25,36541 
4,61 25,07242 24,62117 25,17463 25,61593 
4,62 25,32984 24,87318 25,42210 25,86892 
4,63 25,58980 25,12777 25,67210 26,12438 
4,64 25,85233 25,38498 25,92467 26,38236 
4,65 26,11746 25,64483 26,14981 26,64288 
4,66 26,38520 25,90734 26,43757 26,90597 
4,67 26,65559 26,17254 26,69797 27,17164 
4,68 26,92865 26,44046 26,96103 27,43994 
4,69 27,20440 26,71113 27,22678 27,71087 
4,70 27,48287 26,98456 27,49526 27,98448 
4,71 27,76410 27,26079 27,76799 28,26079 
4,72 28,04810 27,53985 28,04045 28,53982 
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Suite 


kz | S(::) | T(k:) | U(E:) | V(k:) 
4,73 28,33490 | 27,82177 28,31729 28,82160 
4,74 28,62454 25,10655 28,59693 29,10618 
4,75 28,91704 28,39327 28,87944 29,39356 
4,76 29,21242 28,65490 29,16483 29,68378 
4,77 29,51072 28,97852 29,45314 29,97686 
4,78 29,81197 29,27513 29,74440 30,27285 
4,79 39,11619 29,57477 30,03855 30,57176 
4,80 30,42341 29,87746 30,33591 30,87363 
4,81 30,73367 30,18325 30,73367 31,17849 
4,82 31,04699 30,49215 30,93959 31,48637 
4,83 31,36340 30,80420 31,24607 31,79729 
4,54 31,68295 31,11943 31,55569 32,11130 
4,85 32,00S65 31,437867 31,86847 32,42842 
4,86 32,331 53 31,75955 32,18445 32,74868 
4,87 32,66063 32,08450 32,53670 33,07212 
4,88 32,99298 32,41277 32,82615 33,39876 
4,89 33,32862 32,74438 33,15194 33,72865 
4,90 33,66756 33,07936 33,48105 34,06181 
4,91 34,09976 33,41774 33,81353 34,39828 
4,92 34,35554 33,79570 34,14942 34,73810 
4,93 34,70464 34,10186 34,48879 35,08128 
4,94 35,05718 34,45367 34,83153 35,42788 
4,95 35,41320 34,80602 35,17782 35,77792 
4,96 35,77275 35,16195 35,52765 36,13145 
4,97 36,13585 35,52149 35,88107 36,48849 
4,98 36,50253 35,88467 36,23810 36,84908 
4,99 36,87284 36,25155 36,59878 37,21326 
5,0 37,24680 36,62214 36,96314 37,58106 
5.1 41,19599 40,54105 40,81801 41,46686 
5,2 45,55370 44,87495 45,08518 45,75840 
5,3 50,36263 49,66682 49,80826 50,49909 
5,4 55,67008 54,96409 55,03539 55,73685 
5,5 61,52834 60,81919 60,81967 61,52473 
4,6 67,99531 67,29004 66,21974 67,92131 
5,7 75,13504 74,44067 74,30033 74,99136 
5,8 83,01840 82,34183 82,13288 82,80633 
5,9 91,72379 91,07172 90,79631 91,44562 
6,0 101,33790 100,71687 100,37773 100,59629 
6,1 111,95664 111,37250 110,97337 111,55491 
6,2 123,68604 123,19521 122,68950 123,22830 
2r 134,37338 133,87245 133,37338 133,87245 
6,3 136,64336 136,15092 135,64350 136,13411 
6,4 150,96826 150,46912 149,97508 150,35257 
6,5 166,77508 166,39259 165,79749 166,17747 
6,6 184,24925 183,92922 183,29902 183,61768 
6,7 203,55895 203,30357 202,64457 202,89872 
6,8 224,89590 224,70860 224,02740 224,21449 
6,9 248,47679 248,35764 247,66106 247,77920 
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7,0 274,53547 | 274,48655 273,78157 273,82956 
7,1 303,33425 303,28381 302,64970 302,62707 
7,2 335,16205 335,25434 334,55370 334,46067 
7,3 370,33819 370,50003 369,51211 369,64954 
7,4 409,21553 409,44531 1408,77698 40S,54660 
7,5 452,18406 452,92446 451,73742 451,54146 
7,6 499,67473 | S00,03281 499,42347 499,06489 
7,7 552,16384 552,58097 552,01042 551,58780 
7,8 610,17757 610,61966 610,12361 609,651 12 
A nr 643,99272 644,49252 643,99272 643,49252 
2 
7,9 674,29767 674,81986 674,34367 673,82102 
8,0 745,16683 745,73409 745,31233 744,74473 
8,1 823,49532 823,95189 823,73886 823,28200 
8,2 910,06807 910,70787 910,40722 909,76714 
8,3 1005,75247 1006,41912 1006,18385 1005,51695 
8,4 1111,50710 1112,18393 1112,02639 1111,33933 
8,5 1228,39125 1229,09140 1228,99326 1228,29291 
8,6 1357,57558 1358,28205 1358,25430 1357,54765 
8,7 1500,35377 1501,05950 1501,10242 1500,39658 
8,8 1658,15549 1658,85342 1658,96658 1658,26850 
8,9 1832,56070 1833,42607 1833,42614 1832,74284 
9,0 2025,31545 2025,97701 2026,22658 2025,56489 
9,1 2238,34934 2238,93270 2239,29706 2238,66360 
9,2 2473,79487 2474,39373 2474,76971 2474,17079 
9,3 2734,00871 2734,56071 2735,00094 2734,44255 
9,4 3021,59536 3022,10755 3022,59505 3022,08297 
37 3097,41 192 3097,91193 3098,41197 3097,91193 
9,5 3339,43314 3339,89411 3340,43031 3339,96926 
9,6 3690,70306 3691,11321 3691,68775 3691,27754 
9,7 4078,92063 4079,26590 4079,88299 4079,53766 
9,8 4508,47103 4508,25298 4508,90146 4508,61946 
9,9 4982,14802 4982,35202 4983,03721 4982,32136 
10,0 5596,19606 5506,34442 5507,03599 5506,88844 


Appendice 4 


Fonctions de Krylov pour les calculs des poutres de section constante sur 
fondation élastique 


0 ! | 0 0 0 
0,010 1,0000 0,01000 0,00005 0,00000 
0,020 1,0000 0,02000 0,00020 0,00000 
0,05 1,0000 0,0500 0,0013 0,00002 
0,10 1,0000 0,1000 0,0050 0,0002 
0,20 0,9997 0,2000 0,0200 0,0014 
0,30 0,9987 0,2999 0,0450 0,0045 
0:40 0.9957 0,3997 0,0800 0,0107 
0,50 0,9895 0,4990 0,1249 0,0208 
0,60 0,9784 0,5974 0,1798 0,0360 
0,70 0,9600 0,6944 0,2444 0,0571 
0,80 0,9318 0,7891 0,3186 0,0852 
0,90 0,893! 0,5504 0,4021 0,121! 
1,00 0,8337 0,9668 0,4945 0,1659 
1,10 0,7568 1,0465 0,5952 0,2203 
1,20 0,6561 1,1173 0,7035 0,2852 
130 0,5272 1,1767 0,8183 0,3612 
1,40 0,3656 1,2217 0,9383 0,4490 
1,50 0,16614 1,2486 1,0620 0,5490 
n!2 0, 1,2546 1,1507 0,6273 
,60 —0,0753 1,2535 1,1873 0,6615 
1,70 —0,3644 1,2322 1,3118 0,7863 
1,80 —0,7060 1,1789 1,4326 0,9237 
1,90 —1,1049 1,0888 1,5464 1,0727 
2,00 —1,5656 0,9558 1,6490 1,2325 
2,10 —2,0923 0,7735 1,7359 1,4020 
2,20 —2,6882 0,5351 1,8018 1,5791 
2,30 —3,3562 0,2335 1,8408 1,7614 
2,40 —4,0976 —0,1386 1,8461 1,9461 
2,50 —4,9128 —0,5885 1,8105 2,1293 
2:60 —5,8003 —1,1236 1,7256 2,3065 
2,70 —6,7565 —1,7509 1,5827 2,4725 
2,80 —7,7759 —2,4770 1,3721 2,6208 
2,90 —8,847i —3,3079 1,0838 2,7443 
3,00 —9,9669 —4,2485 0, 7069 2,8346 
3,10 111119 —5,3023 0,2303 2,8823 
3,20 —12,2656 —6,4711 —0,3574 2,8769 
3,30 —13,4048 —7,7549 — 1,0678 2,8068 
3,40 —14,5008 —9,1507 —1,9121 2,6589 
3,50 —15,5198 —10,6525 —2,9014 2,4195 
3,60 —16,4218 —12,2508 —4,0459 2,0735 
3,70 —17,1622 —13,9315 —5,3544 1,6049 
3,80 —17,6875 —15,6761 —6,8343 0,9969 
3,90 —17,9387 —17,4599 —8,4909 0,2321 
4,00 —17,8498 —19,2524 —10,3265 —0,7073 
4,10 —17,3472 —21,0160 —12,3404 —1,8392 


Suite 


6 | J Ji | Ja | Je 
4,20 —16,3505 —22,0755 — 14,5274 —3,1812 
4,30 —14,7722 —24,2669 —16,8773 —4,17501 
4,40 —12,5180 —25,6373 —19,3743 —6,5615 
4,50 —9,4890 —26,7447 —21,9959 —8,6290 
4,60 —5,5791 —27,5057 —24,7117 —10,9638 
4,70 —0,6812 —27,8274 — 27,4823 —13,5732 
4,80 5,3164 —27,6052 — 30,2589 —16,4604 
4,90 12,5239 —26,7239 —32,9814 —19,6232 
5,00 21,0504 —25,0565 —35,5775 —23,0525 
5,10 30,9997 —22,4661 —37,9619 —26,7317 
5,20 42,4661 —18,8057 —40,0350 —30,6346 
5,30 S5,5317 —13,9201 —41,68526 — 34,7246 
5,40 70,2637 —7,6440 —42,7727 —38,9524 
5,50 86,7044 —0,1901 —43,1593 —43,2557 
5,60 104,8687 9,7544 —42,6775 —47,5558 
5,70 124,7352 21,2199 —41,1454 —51,7563 
5,80 146,2448 34,7564 —38,3640 —55,7429 
5,90 169,2837 50,5203 —34,1198 —59,0363 
6,00 196,1881 70,6079 —27,4846 — 62,7889 
6,10 221,8019 91,4992 —19,4005 —65,1503 
6,20 245,5231 112,5249 -10,2356 — 66,4981 
2r 267,7468 133,8725 0 —66,9362 
6,30 272,2487 138,4120 2,2886 —66,9175 
6,50 324,7861 198,1637 35,7713 —63,3105 
7,00 413,3762 386,8072 180,1191 — 13,2842 
7,50 313,3700 S80,6710 423,9858 133,6506 
Sx/2 0 643,9927 643,9926 321,9964 
8,00 —216,8647 628,8779 737,3101 422,8713 
8,50 —1479,3701 241,4136 981,0984 860,3917 
9,00 —3691,4815 —1010,8800 834,8607 1340,3007 
3n —6195,8239 —3097,9120 0 1548,9560 
9,50 —6660,9594 —3581,4756 — 250,9959 1539,7410 

10,0 —9240,8733 —7616,1462 — 2995,7095 812,3636 


Liste des tableaux 


Tableau 
Tableau 


Tableau 
Tableau 
Tableau 


Tableau 
Tableau 


Tableau 


Tableau 


Tableau 
Tableau 


Tableau 


Tableau 
Tableau 
Tableau 
Tableau 


D HN À e ET 


. Contraintes admissibles pour le bois 
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principales en traction et en compression . . . . . 


. Critères de l'état limite des matériaux isotropes (pour 


des sollicitations statiques) 


. Efforts dans les systèmes de barres élémentaires. . 


Contraintes admissibles pour joints soudés, en kgf/cm° 


mination de la contrainte tangentielle maximale +, 
à l’aide de l’angle de rotation relatif 0 pour des barres 
à section non-Circulaire is 
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Schéma des poutres réelles et des poutres fictives 
correspondantes 
Poutres d'égalc résistance en flexion 
Equations de la déformée et de l'angle de rotation 
des sections transversales d’une poutre cantilever 
de hauteur variable. .......... . . . . . . . 
Equations de la déformée, flèches maximales, angles 
de rotation des sections frontales et des sections 
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Réactions d’appuis, efforts tranchants, moments 
fléchissants et déplacements dans les poutres hyper- 
statiques à une travée 
Formules de calcul tenant compte des déplacements 
des appuis et de la variation de température dans 
des poutres hyperstatiques (EJ étant constant) . . 


Moments fléchissants dans une potence. . . . . . 
Moments fléchissants pour un portique de forme 
rectangulaire . . . . . . ......... .. 
Moments fléchissants dans un portique au contour 


fermé 
Efforts et déplacements FA un anneau sollicité dans 
son propre plan 
Rayon de courbure de la couche eutret: rh Pour des 
sections de diverses formes 
Valeur du coefficient 4 dans la formule e = KR . . 
Déplacements de l'extrémité libre d’une barre circulaire 
cantilever de section constante ct sollicitée en son 
propre plan 
Déplacements de l'extrémité libre d’une barre circu- 
laire cantilever de section constante et sollicitée dans 
un plan perpendiculaire 
Valeurs des intégrales définies des plus usitées pour 
la détermination des déplacements dans des barres 
courbes 
Formules de calcul pour des cylindres à parois 
épaisses 
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Tableau 47. 
Tableau 4$. 


Tableau 49. 
Tableau 50. 


Tableau Si. 


Tableau S2. 
Tableau 53. 


Formules de calcul pour Îa détermination des con- 
traintes et des déplacements dans les cnveloppes 
à parois minces . . 
Moments résistants plastiques pour certaines sections 
des poutres . . . ; 
Coefficients » et” pour la détermination de la charge 
critique des barres comprimées au centre d’après 
m'EJ 
(0) 
Charges critiques pour une bande et certaines poutres 
en double T | 

Cosfficients de la contrainte admissible conventionnelle 
en compression 
Equations du moment fléchissant A£(:) et de Ja ligne 
élastique w(z) pour certains cas de flexion composéc 
des barres de section transversale constante . . . . 
Fréquences propres des oscillations des systèmes à 
un et à deux degrés de liberté . . . . . 
Equations de fréquence et formes propres des oscil- 
lations longitudinales et de torsion des barres de 
section constante 
Equations de fréquence et formes propres ‘des oscil- 
lations transversales des barres de section constante. 
Racines des équations de fréquence des oscillations 
transversales des barres de section constante et aux 
appuis élastiques 
Racines des équations de fréquence des oscillations 
transversales des barres de section constante et aux 
masses ponctuelles #1. . . . . . . . 

Valcurs de certaines intégrales pour les ‘calculs 
des oscillations transversales des barres . . . 
Fréquences propres des oscillations transversales des 
barres de section constante, sollicitées par des forces 
longitudinales . 
Caractéristiques des cycles du chargement alterné et 
variable . 

Valeurs du coefficient x tenant compte de la masse de 
l'élément soumis au choc dans la formule du coeffi- 
cient de dynamicité. . . . . . 

Formules de calcul pour la détermination ‘des para- 
mètres de contact de deux corps . . 
Valeurs numériques des coefficients n,, np, Hp, A : 
Pressions admissibles sur la surface de contact lorsque 
le contact initial se réalise suivant une ligne ct pour 
une sollicitation statique AR des 


la formule P., — Ha ce... 
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565 


586 


633 
644 


646 
700 


708 
712 


714 


716 
718 


719 
744 
758 
768 
782 


784 


Index 


Analogies nouvelles 785 
Angle de torsion relatif 281 
Arbre rond 384 
Auto-oscillations 655 


Bagues d’écartement dans les en- 
veloppes 547 

Barre d'égale résistance en trac- 
tion (compression) 246 


Calcul des fils flexibles 252 

— à la résistance aux charges 
alternées 734 

— à la flexion tenant compte 
des forces d'inertie 338 

— à la résistance et à la rigidité 
des poutres de section va- 
riable 331 

— de la charge de choc 746 

— de conception 739 

— — cylindres à parois épaisses 
et des disques tournants 514 

— — cylindres compound 521 

— des encastrements 276 

— des enveloppes à parois min- 
ces 541 
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Calcul des joints boulonnés ou 


rivetés 270 

de flexion 562 

des joints soudés 273 

de l'intégrale de Mohr d’a- 
près le procédé de Vérécha- 
guine 409 

des poutres à fondement élas- 
tique 344 


— — curvilignes planes 488 
de résistance en flexion 308 
des ressorts hélicoïdaux 292 
de la soudure frontale 274 
des soudures latérales 275 
des structures d’après Îles 
états limites 556 

des tiges curvilignes hyper- 
statiques 434 

en torsion 560 

en traction et en compres- 
sion 558 


Caractéristiques géométriques des 
sections planes 42 


amplitude-fréquence 662 
mécaniques des matériaux en 
traction et en compression 
196 


Centre de gravité d’une aire 20 
— de flexion (de rigidité) 340 


Cercle de contraintes 219 
— de Mohr 219 
Charge fictive 324 
— critique 567 
Cisaillement 265 
— pur 266 
Co:fficient de correction 
— d'amplification dynamique 662 
— d’asymétrie 722 
— de la contrainte admissible 
conventionnelle 580 
— de dynamicité 746 
— de l'influence des dimensions 
absolues 729 
— de réduction de la longueur 
573 
— de stabilité 576 
Concentration des contraintes 206 
— — — en flexion 312 
— — — en torsion 295 
Condition d'équilibre 301 
Conditions de résistance en cisail- 
lement pur 269 
— de solidité et de rigidité 161 


Contraintes admissibles 209 

— — dans des poutres-profilés 
à paroi mince en flexion 340 

— — pour le bois 278 

— — pour joints soudés 277 

— dans la section 158 

— de contact 761 

— dues à la torsion 292 

— dues au choc de rotation 751 

— dues au cisaillement 292 

— et déformations en torsion 279 

— moyennes du cycle 722 

— normales en flexion plane 301 

— tangentielles en flexion 305 

— thermiques dans des cylin- 
dres à parois épaisses 524 


Cornières à ailes inégales 118 


Critères de résistance 229 
— de l’état limite des matériaux 
isotropes 241 


Critère des contraintes normale 
maximales 230 
— de Coulomb-Mohr 233 
— de l'énergie potentielle spé- 
cifique de la modification de 
la forme 232 
— de résistance de Pissarenko- 
Lebedev 237 
— — de Davidenkov-Fried- 
mann 238 
Cycle des contraintes 721 
— analogue 723 
— pulsatoire 723 
— symétrique 722 


Décalage de phase 657 

Décrément logarithmique des oscil- 
lations 664 

Déformabilité 318 

Déformation en état de tension à 
trois dimensions 224 


Dépendances différentielles pour 
barres en flexion 148 
— — pour barres curvilignes 
planes en flexion 155 


Déplacements dus à la variation de 
la température 407 
— dans des systèmes hypersta- 
tiques 437 
Diagramme des contraintes 204 
— de la fatigue 723 
— de Hey 725 
— de Prandtl 557 
— de torsion 280 
— de Smith 725 


Eforts dans les systèmes de barres 
élémentaires 263 


— et moments dans les sections 
d’une poutre 145 
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Energie potentielle de déformation 
226, 412 
— — spécifique de déforma- 
tion en cisaillement 269 
— — — en cisaillement 269 


Equation différentielle de l’axe 
curviligne d’une poutre 318 
— de fréquence 676 
— de Laplace 543 
— des trois moments 430 
— universelle de la ligne élas- 

tique 328 

Equations canoniques de la mé- 

thode des forces 426 


Equilibre élastique, stable et in- 
stable 567 

Essais de traction 199 
— de compression 205 

Etat de contrainte et de déforma- 
tion 213 
— linéaire de tension 215 
— limite 556 | 
— plan de tension 216, 219, 222 
— de tension à trois dimen- 

sions 220 


Facteur de sensibilité 728 
Fatigue des matériaux 720 
Flexibilité de la barre 577 


Flexion 301 
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